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Uber Gitterpunkte in der Ebene. 


Von 
J. G. van der Corput in Utrecht 


Wenn man die elementaren Gitterpunktabzahlungen auBer Betracht 
la8t, so waren bis vor kurzem von nur wenigen ebenen Bereichen Gitter- 
punktabschatzungen bekannt, und zwar: 


1. beim Bereiche uww<z, u=1 und v>1 durch Voronoi*) 1903 


mit einem Fehler der GréBenordnung O( Va logz), mittels einer eigenen 
ganz im Gebiete der reellen Analysis verlaufenden Methode; 


2. beim Kreise w*-+ v* < # durch Herrn Sierpinski*) 1906 mit der 
Fehlerabschatzung 0(V2), mittels der Voronoischen Methode; 


3. durch Herrn Landau*) 1912 und 1915 mittels einer eigenen kom- 


*) G. Voronoi, Sur un probléme du calcul des fonctions asymptotiques, Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik, 126 (1903), S. 241-282. 

*) W. Sierpifski, O pev.nem zagadnieniu z rachunku funkcyj asymptotycznych, 
Prace matematyczno-fizyezne, 17 (1906), S. 77-118. (S.115—118: Sur un probléme 
du calcul des fonctions asymptotiques (résumé)). 

®) E. Landau. a) Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen, Nach- 
richten von der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, mathe- 
matisch -physikalische Klasse. 

Erste Abhandlung, Jahrgang 1912, 8. 687—771. 

Zweite Abhandlung, Jahrgang 1915, S. 209—243. 

Dritte Abhandlung, Jahrgang 1917, S. 96—101. 

b) Uber einen Satz des Herrn Sierpitiski, Giornale di Matematiche di Battaglini, 
51 (1913), S. 73-81. 

c) Zur analytischen Zahlentheorie der definiten quadratischen Formen ( Uber die 
Gitterpunkte in einem mehrdimensionalen Ellipsoid), Sitzungsberichte der Kéniglich 
PreuBischen Akademie der Wissenschaften, physikalisch- mathematische Klasse, (1915), 
S. 458-476. 

d) Uber eine Aufgabe aus der Theorie der quadratischen Formen, Sitzungsberichte 
der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien, mathem.-naturw. Klasse, 124, 
Abt. IIa (1915), S. 445—468. 
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plex-funktionentheoretischen Methode, bei dem in 1. erwahnten Bereiche 
mit dem Restgliede O(Vz logx) und bei der Ellipse 


(1) au*+2buv+cv?+2du+2ev+f<ce 


mit dem Restgliede 0( Vz); Herr Landau hat auch mehrdimensionale Gitter 
mit beliebigem Ausgangspunkte und beliebigen Weiten betrachtet, doch 
bleiben solche in dieser Abhandlung auSer Betracht; 


4. durch Herrn Landau‘) 1912 und 1915 bei den in 1. und 3. ge- 
nannten Bereichen mit denselben Restgliedern mittels einer ganz im Ge- 
biete der reellen Analysis verlaufenden Methode, welche ihrem Grund- 
gedanken nach von Pfeiffer®) herriihrt, aber von Herrn Landau nach ge- 
nauer Begriindung fiir die Zahlentheorie in weitestgehender Weise nutzbar 
gemacht worden ist; 


5. bei dem im Klassenzahlproblem auftretenden Bereiche 


2 
uu, v2Qu, wos tte 


fir lous 25 durch Herrn Landau*) 1912 mittels der Pfeifferschen 


e) Uber Dirichlets Teilerproblem, Sitzungsberichte der Kénigl. Bayerischen 

Akademie der Wissenschaften, mathematisch-physikalische Klasse, (1915), 8. 317—328. 

f) Uber die Heckesche Funktionalgleichung, Nachrichten von der Kéniglichen 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, mathematisch-physikalische Klasse, 
(1917), 8. 102—111. 

g) Einfiihrung in die elementare und analytische Theorie der algebraischen 
Zahlen und der Ideale (Leipzig und Berlin (Teubner) 1918) (143 S.), S. 131. 

h) Uber Ideale und Primideale in Idealklassen, Mathomatische Zeitschrift, 
2 (1918) (S. 52—154), 8. 53 und 153. 

*) E. Landau. a) Die Bedeutung der Pfeifferschen Methode fiir die analytische 
Zahlentheorie, Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, 
mathem.-naturw. Klasse, 121, Abt. Ila (1912), 8S. 2195-2332. 

b) Uber die Zerlegung der Zahlen in zwei Quadrate, Annali di Matematica pura 
ed applicata, III, 20 (1913), S. 1-28. 

c) Uber die Gitterpunkte in einem Kreise, Nachrichten von der Kéniglichen Ge- 
selilschaft der Wissenschaften zu Géttingen, mathematisch-physikalische Klasse. 

Erste Mitteilung, Jahrgang 1915, S. 148—160; 

Zweite Mitteilung, Jahrgang 1915, S. 161—171. 

d) Neue Untersuchungen iiber die Pfeiffersche Methode zur Abschatzung von 
Gitterpunktanzahlen, Sitzungsberichte der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften in 
Wien, mathem.-naturw. Klasse, 124, Abt. Ila (1915), S. 469-505. 

*) E. Pfeiffer, Ober die Periodizitat in der Teilbarkeit der Zahlen und iiber die 
Verteilung der Klassen positiver quadratischer Formen auf ihre Determinanten, 
Jahresbericht der Pfeifferschen Lehr- und Erziehungsanstalt zu Jena iiber das Schul- 
jabr von Ostern 1885 bis Ostern 1886, (1886), S. 1-21. 
®) E. Landau, FuBnote *)a) |. c., S. 2198-2202; 2246—2288; S. 2252. 
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Methode mit einem Fehler, der, und zwar gleichmaBig in uw, von der 
3 

GréBenordnung O (Vz log) ist; 

6. beim Gebiete |u|"-+|v|"<-2 fiir n>2 durch Cauer’) 1914 mit 

a(n — 1) 

der Fehlerabschitzung oO (zean-n) mittels der Pfeifferschen Methode; 

7. beim Bereiche 

a,|u|"+a,|u|""*|v|+...+a,|0|"<2, 
wobei die Koeffizienten a,,a,,..., a, verschiedenen Bedingungen geniigen, 
2 

durch Cauer*) 1914 mit dem Restgliede o (x32), wiederum mittels der 
Pfeifferschen Methode; 


8. bei dem Hyperbelsektor o < v < ow und gu*?— puv+ yo*® <2 
(a, 8, y, pundg sind positive ganze Zahlen) durch Herrn Hammerstein®) 


1919 mit einem Fehler der GréSenordnung O(V2), ebenfalls mittels der 
Pfeifferschen Abschitzungsmethode. 

In meiner Dissertation’) habe ich die Voronoische™) und die 
Pfeiffersche Methode vereinfacht und angewandt auf eine Klasse von Be- 
reichen, welche die sechs oben erwahnten Bereiche enthalt; diese Bereiche 
werde ich Voronoi-Pfeiffersche Bereiche**) nennen und auf folgende Weise 
definieren: Ein VP.-Bereich ist eine im Endlichen gelegene Punktmenge, 
welche begrenzt wird von einer aus n Strecken i, (n >0; » =1, 2,..., ”) 
und m konvexen"*) Jordanbogen o, (m>0; u=1, 2,...,m) zusammen- 


*) D. Cauer, Neue Anwendungen der Pfeifferschen Methode zur Abschitzung 
zahlentheoretischer Funktionen, Inauguraldissertation, 55 S., Géttingen (W. Fr. Kaestner) 
1914. 

*) D. Cauer, Uber die Pfeiffersche Methode, Mathematische Abhandlungen, 
Hermann Amandus Schwarz zu seinem finfzigjahrigen Doktorjubilium am 6. August 
1914 gewidmet, Berlin (Julius Springer) 1914, S. 482—447. 

°) A. Hammerstein, Zwei Beitrige zur Zahlentheorie, Inauguraldissertation, 76 S. ; 
S. 3-59, Géttingen (W. Fr. Kaestner) 1919. 

1”) J.G. van der Corput. a) Over roosterpunten in het platte vlak (De beteekenis 
van de methoden van Voronoi en Pfeiffer), 128 S., Leiden ( P. Noordhoff, Groningen ) 1919. 

b) In der Abhandlung: Over definiete kwadratische vormen, Nieuw Archief voor 
Wixskunde, 18, (1919) S. 125-140 wird die Pfeiffersche Methode auf ein beliebiges 
mehrdimensionales Ellipsoid angewandt. 

*) Hiermit ist das von Herrn Landau [FuBnote ‘) a) 1. c., S. 2205] ausgesprochene 
Desideratum erfillt: ,Natiirlich wiirde ich mich sehr freuen, wenn von anderer Seite 
auch die Anwendbarkeit der Voronoischen Methode auf meine oder andere Probleme 
untersucht wiirde.“ 

2) Abgekiirzt: VP.-Bereiche. 

**) Ein Jordanbogen (d.h. das umkehrbar eindeutig stetige Bild einer Strecke ) heiBe 


konvex, falls er mit jeder Geraden hichstens zwei verschiedene Punkte gemeinsam hat. 
1* 
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gesetzten einfachen geschlossenen Kurve, wobei die nachstehenden Be- 
dingungen A und B erfiillt sind: 

A. Jede Strecke 4, sei entweder senkrecht zur w-Achse oder bilde 
mit dieser einen Winkel von rationaler Tangente. Die Gleichung 
a,u + b,v = c, der Strecke 4, werde dann, was eindeutig méglich ist, so 
geschrieben, daB die Koeffizienten a, und 6, ganzzahlig und teilerfremd**) 
sind, und da8 a,u + b,v <c, ist fiir alle Innenpunkte des Bereiches in 
der Nahe eines beliebigen Innenpunktes der Strecke i,. 

B. Jeder Jordanbogen o, habe einen gegebenen Richtungssinn und 
in jedem Punkte P eine, jedoch nicht mehr als eine Tangente (d. h., daB 
in jedem Punkte P des Jordanbogens, mit Ausschlu8 seiner Endpunkte, 
die vordere und hintere Tangente zusammenfallen), wobei der Winkel 1, 
den diese Tangente mit der positiven w-Achse bildet, sich monoton und 
stetig andert, wenn P sich monoton und stetig iiber o, bewegt, und die 
Koordinaten von P seien eindeutige differentiierbare**) Funktionen u(r) 
und w(t) von t (in dem von rt durchlaufenen Intervall) mit stetigen 
Derivierten a) un at); infolgedessen besitzt der Bogen o eine Linge s, 
die wir positiv rechnen im Sinne von o, negativ im entgegengesetzten. 

In der Voraussetzung B ist t nur modulo 2 2 bestimmt, weil negative 
Werte und Werte >22 nicht ausgeschlossen sind; aus der Konvexitit 
von o, geht aber hervor, da8 die Linge des von rt durchlaufenen Intervalls 
<2z2 ist. Der Punkt P durchlaufe nun den konvexen Jordanbogen o,, 
stetig und monoton. Die monotone und stetige Verinderliche rt ist dann 
bei dem gegebenen Richtungssinne der Kurve in allen Punkten von a, 
bestimmt, sobald sie in einem Punkte gegeben ist, so daB es geniigt, den 
Wert von t in einem Punkte von o,, z. B. in einem der Endpunkte, fest- 
zulegen. Weil die Koordinaten von P eindeutige Funktionen von 1 sein 
sollen, ist streckenweises Konstantbleiben von 1 ausgeschlossen; t nimmt 
also bei der Bewegung von P bestindig zu oder bestindig ab. 

Es sei jetzt in jedem Punkte P von o, der Kriimmungsradius o(r) 


definiert durch o; wegen Voraussetzung B und 
wu’ (t) = e(t) cos t, v'(t)=e(r)sint 
ist @(t) eine stetige Funktion vont in dem vont durchlaufenen Intervall. 
In meiner Dissertation beweise ich einen sehr allgemeinen Satz iiber 


VP.-Bereiche, sowohl mit der Voronoischen als mit der Pfeifferschen 
Methode, und leite dann aus diesem Satze alle bisher bekannten und viele 





“) Hierbei heiBe 0 teilerfremd zu 1 und —1, aber nicht teilerfremd zu irgend- 
einer anderen ganzen Zahl. 
**) In den Endpunkten nur einseitig. 
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neue Gitterpunktabschitzungen ebener Bereiche ab. Auf Rat des Herrn 
Landau gebe ich hier den Beweis dieses Satzes nach der Voronoischen 
Methode, weil diese Methode bisher nur auf die unter 1. und 2. ge- 
nannten Gebiete angewandt wurde; um diesen Beweis zu verstehen, braucht 
der Leser jedoch weder die Voronoische Methode noch meine Dissertation 
zu kennen. Weil der Formulierung des Satzes einige Definitionen voran- 
gehen miissen, nenne ich hier vorlaufig schon ein einfaches Korollar, das 
zwar viel weniger tief liegt, aber trotzdem die in 2., 7. und 8. er- 
wahnten Ergebnisse und auch die in 8. genannte Gitterpunktabschitzung 
der Ellipse (1) als Spezialfalle enthalt, nimlich: 


Es sei G ein Element einer Menge von VP.-Bereichen, welche man 
eineindeutig den positiven Zahlen zuordnen kann, und es sei x die dem 
Element G entsprechende Zahl. Falls dann die in obenstehender Defi- 
nition genannten Zahlen m, n, a, und b, beschrdnkt sind (d. h. absolut 
genommen unterhalb einer festen, von x unabhdngigen Schranke liegen) 
und bei jedem Jordanbogen o, der absolut gripte Wert des Kriimmungs- 
radius O(V x) bei wachsendem x ist, dann ist die Anzahl der Gitterpunkte 
im Innern und auf dem Rande des Bereiches G 


py (c,)l, 3 
J(@)— O(Vx 
(@) pipes Laren + Ole). 
In dieser Formel bezeichnet J(G) den Flicheninhalt von G, 1, die Lénge 
der Strecke 4,, und wir haben gesetet 


v (¢,) =¢, — [¢,] — 3. 


Bevor ich diese Einleitung schlieBe, méchte ich noch Herrn Landau 
danken fiir die groBe Freundlichkeit, daB er 1918 ein Manuskript von 
meiner Hand gelesen und mit vielen wertvollen férdernden Winken und 
ausfiihrlichen Literaturangaben versehen hat. Diese von mir sehr ge- 
schaitzten Bemerkungen brachten mich dazu, meine Dissertation und die 
vorliegende Note ginzlich umzuarbeiten. Auch bin ich Herrn Landau sehr 
verpflichtet fiir eine Reihe von Verbesserungen, die er vor der Druck- 
legung bei diesem Artikel angebracht hat. 

Ehe wir nunmebr den hier zu beweisenden Hauptsatz formulieren, 
seien einige Erklarungen vorausgeschickt: 

Es sei G ein beliebiger VP.-Bereich und P ein beliebiger Punkt. 
Falls P nicht einen Eckpunkt von @ bildet, setzen wir 0(G, P)=1, 0 
oder 3}, je nachdem P innerhalb, auBerhalb oder auf dem Rande von G 
liegt; bildet P einen Eckpunkt von G und zwar den gemeinschaftlichen 
Punkt zweier geraden Randstrecken, dann verstehen wir unter 27 6(G@, P) 
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den zwischen 0 und 22 enthaltenen Winkel, welcher von diesen Rand- 
strecken eingeschlossen wird und in der Umgebung von P an derselben 
Seite dieser Strecken liegt wie G selbst; bildet P schlieBlich einen anderen 
Eckpunkt von @, so definieren wir 0(G, P) auf ahnliche Weise. mit der 
MaBgabe, da8 ein Jordanbogen o,, der in P endet, durch die Tangente 


in P ersetzt wird. Aus dieser Definition von 0(G, P) geht unmittelbar 
hervor 


(2) 0(G, P)= 06(G,, P)+ 0(G,, P), 
wenn G@ in zwei VP.-Bereiche G, und G, zerlegt wird. 

Es bezeichne A(@) die Summe >’ 0(G, P), ausgedebnt iiber alle 
Gitterpunkte P der Ebene, d. h. es sei A(G@) die Anzahl der Gitterpunkte 
im Innern und auf dem Rande des Gebietes G, falls Eckpunkte mit einem 


bestimmten Betrage und andere Randpunkte mit } in Anschlag gebracht 
werden. Wegen (2) ist 


A(@)=A(@,) + 4(@). 
Wird nun g, (c,) = 0 oder w(c,) gesetzt, je nachdem c, ganz oder nicht 
ganz ist, und setzen wir weiter 


“y 9: (e,)4, 
L(¢)= 0, ——=—_, 
(@) 2 Va +b, 
L(G) _ L(@,) os L(@,). 
Denn beide Seiten enthalten ja dieselben Glieder auBer den rechts auf- 
tretenden Beitrigen der im gemeinschaftlichen Rande von G, und G, vor- 
kommenden Strecken, und die Beitrige solch einer Strecke au + bv =c 
za L(G,) und Z(G,) sind (von der Reihenfolge abgesehen) bzw. 
gi (ce)? g.(—e)l 
——— _ und Se i » 
Vat+d° V(—a)* +(—0)* 
weil G, und G, an verschiedenen Seiten der Strecke liegen, und wegen 
g, (—c) = —g, (c) verschwindet der Beitrag dieser Strecke zu L (G,)+L(@,). 


Wenn wir schlieBlich 
3 TG) = 4(G)— J(@) + L(@) 
setzen, so ist auch 
T(G)=T(G@,)+T(4,), 


und hieraus folgt, falls G die algebraische Summe der endlich vielen 
VP.-Bereiche G,, G,.... ist, daB T(G@) die algebraische Summe von 
T (G,), T(G,), ... ist. 

Das Ziel dieser Note ist nun, mittels der Voronoischen Methode 
folgenden Satz zu beweisen: 


so ist ebenfalls 
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Es sei der VP.-Bereich G**) begrenzt von einer Strecke parallel zur 
u-Achse, von zwei Strecken parallel zur v-Achse wnd von einem Jordan- 
bogen o, welcher der Voraussetzung B geniigt, und wobei « das Intervall 
(a, B) (= >p>a> 0) durchlaujt**). Wenn dann r eine Zahl bezeich- 
net, die groper als (cotg«-+1)* und gréfer als der absolute Betrag des 
Kriimmungsradius in jedem Punkte von o ist, so ist die Anzahl der 
Gitterpunkte auf o kleiner als 16r? tg B und 


|\7(@)| < 106 r* tg B*). 
Wir zerlegen den Beweis in mehrere Teile. 


I. Es sei G zunichst ein beliebiger VP.-Bereich. Es ist klar, daB 
G durch die lineare Substitution 


u=—ati+ pd, v=yt+ 40, 
wo a, B,y, 6 ganz sind und ad — fy = +1 ist, in einen VP.-Bereich G 
transformiert wird, und da8 man die Gitterpunkte P vor der Transformation 
eineindeutig den Gitterpunkten P nach der Transformation zuordnen kann. 
Nach der Definition von 0(G, P) ist dann 6(G, P)= 6(G, P), mit 
etwaiger Ausnahme der Eckpunkte; aber jedenfalls ist 1 > 0(G, P)>0 
und 1> 0(G, P)>0, so daB die Differenz zwischen A(@) und A(@) 
absolut genommen héchstens gleich der Anzahl der Eckpunkte von @ ist. 


Die Strecke 4, mit der Gleichung a,u -+- 6,.v = c, wird durch die Substitu- 
tion transformiert in die Strecke 4, mit der Gleichung 


(a,a+b,y)%+ (a, 8 + b,d)0—c,. 
Nach der Voraussetzung A sind die Koeffizienten a, und 6, ganzzahlig und 
teilerfremd, wahrend fiir jeden Innenpunkt u,,v, von G, der in der Um- 
gebung eines inneren Punktes der Strecke 4, liegt, a,u,-+-b,v, <c, ist. 


Die Koeffizienten a,a+6,y und a,8+ 6,6 sind auch ganz und teiler- 
fremd; denn ein gemeinsamer Teiler wiirde ebenfalls in 


5(a,a +b, 7) — y(a,8 + 6,d)=— ta, 
— B(a,a+b,y)+ a(a,f + 6,4) = +b, 


aufgehen. Wenn weiter %,,%, den transformierten Punkt zu u,, v) be- 
zeichnet, so ist 


(a, a+ b, 7) %, + (a, 8 + 6, 6) % =a, Uy + 6,0 <¢,, 


#6) In den Figuren 1 und 38 stellt BCDE den Bereich G dar. 
1”) Die Ordinaten und die Abszissen der Punkte von o sind also eindeutige 
Funktionen voneinander. 


48) Man kann leicht die Koeffizienten 16 und 106 verkleinern; doch hat dies 
keinen Zweck. 


und 








also 


L(@)= 


J.G. van der Corput. 





9, (¢,)t, 








Den «+b, y)'+(a, B+, 3) 


worin J, die Linge der Randstrecke i, von G@ darstellt. 

Weil der Flacheninhalt des Dreieckes, welches den Koordinaten- 
ursprung als Spitze und 4, als Basis hat, durch unsere Substitution wegen 
ad — By = +1 nicht verindert wird. ist 


+e, 1, 
Va?+b; ‘+ 








te,t, 








Via «+b,7)"+(a,B+b, 8)" 


also L(G)= L(G), und mit Riicksicht auf J(@)=J(G@) geht aus der 
Definitionsgleichung fiir 7'(G@) hervor, daB der Unterschied zwischen 7'(@) 


iy 


me 

















Fig. 1. 


und 7'(@) gleich dem Unterschiede zwi- 
achen A (G@) und A(@), also absolut ge- 
nommen héchstens gleich der Anzahl 
der Eckpunkte von @ ist. 

II. Es bezeiche @ jetzt einen VP.- 
Bereich, der begrenzt wird von einer 
Strecke parallel zur u-Achse, von zwei 
Strecken parallel zur v-Achse und von 
einem Jordanbogen o, welcher der Vor- 
aussetzung B geniigt und wobei rt > 0 


und < = ist; es stelle in Fig. 1 BCDE 
den Bereich G dar. Falls(u,, v,), (u,, ¥), 
(u,,¥,) und (%,,) die Koordinaten- 


paare bzw. von B,C, D und £ bezeichnen, und u, > %, ¥, > % > v, ist, 
wird @ begrenzt von dem Jordanbogen ED und von den Strecken 


BC...—v=—»,, 


=u, BE...—u=—— %; 


diese Gleichungen haben die Eigenschaft, daB fiir die Punkte innerhalb G 
die linke Seite kleiner als die rechte Seite ist; also ist 


L(@)= 


9. (—%)-BC 


9:(%,)-CD , g,(—%)-BE 








Vo*+(-1)" 





Vv 1*+0° V(—1)*+0" 


=— g,(v,)- BC +-9,(u,)-CD —g, (u,)- BH, 


wo BC,CD und BE die Lingen der entsprechenden Strecken bezeichnen. 
Die Festsetzung u, > u, und v, >v, >, ist im vorstehenden nur der 
Bequemlichkeit halber getroffen, und die hier gegebene Beweisanordnung 
ist mutatis mutandis auch in den anderen Fallen giiltig. 


Langs des Jordanbogens DE ifndert sich + monoton und ist 
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=> 0 und <F> so daB die Linie u = @ (@ ganz; u, >&@>u,) BC und 
DE in zwei Punkten Q und S§ mit Ordinaten v, und 6 schneidet. Wir 
ersetzen nun @ und # der Einfachheit halber durch uw und v, so daB u 
und v die Koordinaten des Punktes § bezeichnen und also eindeutige 
Funktionen voneinander sind. Falls die etwaigen Gitterpunkte Q und 8 
mit } in Anschlag gebracht werden, ist die Anzahl der Gitterpunkte auf 
der Strecke QS 


= a1 =QS+ 9; (%) —% (v)*), 


w=, 
wo QS die Lange der Strecke bedeutet. 
Wenn die obere Grenze von 1 kleiner als 5 ist, so ist die Ordinate v 


von S und also auch die Linge der Strecke QS fiir u, u<u, eine 
eindeutige beschrankte differentiierbare Funktion der Abszisse u von § mit 


einer stetigen Derivierten = tgr> 0; falls aber + im Punkte D, bzw. 


E den Wert 3 hat, so ist die Linge von QS zwar eine eindeutige be- 


schrankte Funktion von u, aber die Funktion hat dann nur fiir u, << wu < u,, 
bzw. fiir u,<u< wu, eine stetige Derivierte. 
Nach der Eulerschen Summenformel ist nun 


uy uy % 
5 8= { QSdu—g,(u)-OD +9, (u)- BE + f ,(u) fan 
— Me Mo 


=J(G) — L(G) — 9,(%)-BO +f 9,(u)de 


9; (v,) > 4 1=4, (v,)- BC — 9; (5) {9% (w, ) st 9; (%)}, 


also — 


3 1, = 1G) — £(6) + J (wav — 94 (0), (04) — 01 (4) — SY 040 


Der Beitrag zu m4 r, und zu A(@) von einem nicht einen Eckpunkt 
U=te 

von @ bildenden Gitterpunkte innerhalb, auBerhalb oder auf dem Rande 

von @ ist bzw. 1, 0 oder 3; der Beitrag eines etwaigen Gitterpunktes 


1*) In dieser Abhandlung werden fiir u, oder %, ganz (u, >.) die Glieder in 


u, 
St), worin u =, oder u, ist, nur }mal gezahit. 
U= Up 
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B,C, D oder E zu>" 9, ist 2 und zu A(@) respektive +,?, O(G, D) und 
uU=Uo 

0(G,#). Hieraus folgt, mit dem Zusatz, daB die rechten Seiten um 

6(G, D)—4 oder (und) 6(G, #)—+ zu vermehren sind, wenn D oder 


(und) Z mit einem Gitterpunkte zusammenfillt, A (@) = Ps r,, und 


(3) 7) =f 9,(u)dv—9,(%){91(%4) — 94 (m)} — 3 (0). 


Deshalb, und wegen |g,(u)| <3, =>O0(G, D)>0 und > 6(G, EZ) >. 
geht aus (3) schlieBlich hervor 


%) 


IT@)|<s J o.(uyao +4435'14241, 


uu, 


(4 IT(@)\< [ 9, (u)do +3f dwt iy. 


te tle 








Diese Bezichung bleibt giiltig, wenn @ ersetzt wird durch den Be- 
reich G,, der begrenzt wird vom Jordanbogen DE und von den zwei 
Strecken durch Z und D parallel bzw. zur u- und v-Achse; denn fiir 
ganzzahliges BE verschwindet, wie man sofort iibersieht, die 7'-GréBe des 
Rechteckes, von welchem drei Eckpunkte respektive mit B, C und E£ 
zusammenfallen, so daB dann 7'(G,)= T (BCDE) ist. 


III. Ersetzt man in II den Jordan- 
bogen o durch die Strecke DE mit der 
D Gleichung au -+-bv = c, wobei a und 6 ganz- 
zahlig und teilerfremd sind, und au + bv 
fiir die Punkte im Innern des Bereiches 
, <c ist, so stellt G das in Fig. 2 ge- 
4 zeichnete rechtwinklige Trapez BC DE dar. 
c dessen parallele Seiten parallel zur v-Achse 
sind. 

0 a Wir setzen nun zunichst b> vor- 
Fig. 2. aus. Dann bleibt die Beweisanordnung die- 
selbe wie oben, mit der Ausnahme, daB 

nun L(G) und deshalb auch 7'(@) ein Glied, nimlich 


V 


~ 











(c)- DE 1— 
a = 57a (6) 
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mehr enthalt; wegen y= i und dvu= — pau mu8 in diesem Falle 


die rechte Seite von (3) ersetzt werden durch 





si e{ g, (u) du — g, (v,){ g, (u,) — 9, (ue )} + {ue a, (0) ie (e=22). 


b 
uU=Us 


Da nun, wie man leicht nachweist, 

















(5) J o(wau| <5 
und 7 
meta (c)— >) 9, (eo 2) <b, 
U=Uo 
so ergibt sich wegen 6 >1 
1 ' 
(6) IT @)|< Fp tgto+5<siel +2, 


und diese Ungleichung gilt auch fiir b< 0, wenn man } durch |6| ersetzt. 
Sie bleibt auch giiltig, wenn das Trapez in das Dreieck BOD’ ent- 


artet, falls BD’ und ED parallel sind; denn fiir ganzzahliges BE findet 
man leicht die Beziehung 7'(BD'DE) = 0, also 


T (BCD') = T(BCDE). 
Auf dieselbe Art iibersieht man, daB8 (6) auch gilt, wenn das Trapez 


in die Differenz der Dreiecke FCD” und BFE” entartet, falls Z” D” 
und ED parallel sind; denn fiir ganzes FE” EF ist T(E” D” DE) = 0, weshalb 


T(FCD")—T(BFE")=T(BCDE). 


Ungleichung (6) ist ferner leicht zu iibertragen auf ein (vielleicht in 
ein Dreieck oder in die Differenz von zwei Dreiecken entartetes) Trapez G,, 
dessen Seiten 


4,...a4,u+b,.v0=—c, (y = 1,2,8,4) 


(a, und 6, ganzzahlig und teilerfremd) die Eigenschaft haben, da8 4, und A, 
parallel sind und a,b, —a,6,—= +1 ist. Denn durch die lineare Sub- 
stitution 


i=a,u-+ b,v, y= a,u+b,v, 


wo a,,b,,a,,6, ganz sind und a,b, — a,b, = +1 ist, wird G, trans- 
formiert in ein Trapez G,, von welchem eine Seite parallel zur u-Achse ist, 
und zwei Seiten parallel zur v-Achse sind, wahrend die vierte Seite die 
Gleichung 


(a, b, — a,b,)@ — (a,b, — a,b,)0 = + ¢ 











12 J. G. van der Corput. 
hat. Nach dem Vorhergehenden ist 
| T(G,)| <3 a,b, — a,b, |-+ 2] a,b, — a,b, |, 


also wegen I 
|T (4@,)| <|T(@G,)| +T4= § | @, b, I a, b, | + 6 | a, b, ¥; a, b, |; 

denn, weil 4, und 4, nicht parallel sind, ist |a,b, — a,b,| >1. 

Es bezeichne nun weiter G, ein Vieleck*®), das begrenzt wird von 
den einander folgenden Seiten 

A, ...@,u+b,v—c, (n=>2; »=0,1,..., ”) 

(a, und 6, ganzzahlig und teilerfremd), mit der Eigenschaft 

| @, bg — ay b, | = | a, 6, — a, B,| = ... = | yd, 1 — Gn-10, | = 1**). 


Zieht man durch den Schnittpunkt von 4, und 4, die geraden Linien 
| ae Se aes: parallel bzw. zu 4,, 4,, ..., 4,2, dann kann das Gebiet G 
zerlegt werden in die algebraische Summe der durch 4,4, 4, 41, 4-14, 4414, 
(2<»<n— 2) und 4,_24,_14, begrenzten Trapeze, von denen einige in 
ein Dreieck oder in die Differenz von zwei Dreiecken entarten kénnen 
(wie z. B. mit dem letzten Trapez stets der Fall ist). Nach dem Vorher- 
gehenden ist jedenfalls 


T (4,4, 4, 4;)| < 6|a,b, — a, b,| +3|a,6,— a,b, |= 6 + §|a,5,—a,5,|, 
| T (A, -1drdess Ay)| S6|Gr41b, —0yby41| +3 |ar41b,-1 — a1, 41] 


—_ 6 + 2| a,416,-1 — a,-10,4: | 
und 


| T(4-24n-1d9)| Ss 6 | an b,—-1 — @,-15,| + § | Gn On-2 — Gn—2 0, | 
= 6 +2|a,b,-2 — Gp-2d,|, 
also 


a-—1l 
(7) |T(G,)| < 6+ 5 > |Gr4sby—1 — ay—-1be41]. 


v=1 
IV. Es sei der VP.-Bereich G begrenzt von den zwei Strecken 
—au+bue=c und —a’u+b’v—c’, deren Koeffizienten a,b, a’, b’ 
positive ganze Zahlen sind mit der Eigenschaft a°b —ab’—+1 
(also; = 5), und von einem Jordanbogen o, welcher der Bedingung B 


geniigt, und bei welchem tgr in dem Intervalle 5 se (inkl. Grenzen) 


*°) Unter Vieleck verstehe ich hier den Bereich, der begrenzt wird von einem 
geschlossenen, doppelpunktlosen Streckenzug (mit endlich vielen Seiten). 
*) | a,b, —a,b,| braucht also nicht 1 zu sein. 
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liegt, und der absolute Betrag des Kriimmungsradius in jedem Punkte 
kleiner als eine bestimmte Konstante r ist. 


Durch die lineare Substitution 
i= —au- bv, 6=a'u—b’'», 


wo a, b,a’,b’ ganz sind und a’b — ab’ = +1 ist, transformieren wir @ 
in einen VP.-Bereich G, der begrenzt wird von zwei Strecken parallel 
zu den Koordinatenachsen und von einem Jordanbogen 6; wir bezeichnen 
die Werte von t, u, v, %, 0 in einem der Endpunkte von o durch 
T), Uo, Up» Ho, Vy und in dem anderen durch 1,, u,, v,, %,, %,. 


’ 
. ° + 4 a ° 
Beim Beweise werden wir 57 >F voraussetzen, da wir den anderen 


Fall , <= nach derselben Methode behandeln kénnen. Weiter setzen 


wir bequemlichkeitshalber 1, >1,, %, > @ und 0, >, voraus. Nach I 
und (4) ist dann 


| 

own <iieiectt, 0, (a)d0| +2 fares , 
| 7 
| Go 


und mit Riicksicht auf 


(8) di = —adu PME HP *) dr, 
di br a’ a\ dz ee 
eee OF bn Shae om sr * 
dtgt € 5) ames dtes 3 
findet man 
\ cle. @ Y 
(9 fan j fate “(tg rt, — tgr,) <5(F — 5) = oe 
also ? 


7 I<) J foc mae] + - a +45. 
bb’ 


Wegen u = bo+ ba ist 


bdti=du—b'da (x) cost dt — b' dai, 
weshalb 
(10) aap Ne: 
wo ° m 


w=+ | 9,(@)e(z)coseds 
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gesetzt ist. Wie schon in (5) bemerkt wurde, ist das letzte Integral in 
(10) absolut <2, also 


am 8? 





(11) |T(G)|<|wl+ gto +4 


|= 


Wir fiihren nun +, ein durch die Definition 


1 


0 4 2° 
23° r* 


t = 1, 
Fiir T, ]>T, ist 


. ] rs ‘ _ F(t —t)) rt 
wise J grdr= 5 ee 





Falls r,< 1, ist, nennen wir @, den zu 1, gehérenden Wert von #%; dann 
ist w= w’'+ w”, wobei 


te 


w’ = 4 9g, (%)o(r) costdr 


Fe 


} 
wieder absolut < — ist, wahrend 
4b 


wo” = to, (%)o(r) cosrdr 
nach (8) den Wert ; 








1 f go (#) da 
y a 
. a @'-F 
hat. Da fiir 1, >1t>r, die monotone positive Funktion = nicht 
groBer als SIF 
i eee Se ae 
tg 7, —tgt tT? =r 





2 
gs fa 
cost 


ist, erhalt man nach dem zweiten Mittelwertsatz 


r 


2b¢y? = rt 
8b° abt. 


| ” 
w 


i 








lA 
\| 


} 
so daB |w| in jedem Falle < —s ist. Nach (11) ist also schlieBlich 
2b 


rt b’ l 
(12) IM@)|<-Gtut yy tty 
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und die Anzahl der Gitterpunkte auf o ist gleich der Anzahl der Gitter- 
punkte auf 6, also nach (9) héchstens 


/ - r 
(13) Dis faetis at. 

V. Es bezeichne G jetzt wieder den in dem Hauptsatze genannten 
Bereich, der z. B. die in den Figuren 1 und 3 fiir BCDH angegebene 
Form haben kann. 

Ordnet man die reduzierten Briiche, deren Nenner kleiner als rt 
sind, mit Zuziehung der uneigentlichen Briiche °, 4 in eine steigende 


1? 0 
Reihe und bezeichnet mit ; und . 


folgende Glieder derselben, so hat man stets 


irgend zwei unmittelbar aufeinander- 


b+b’'>rt und a’b—b’a=—1 %), 
Unter diesen Briichen ist mindestens einer > tg 8, namlich Werth, und 


wegen r# > cotg«-+1 mindestens ein von ° verschiedener < tg «, nam- 


lich me aes so da8 wir aus der von diesen Briichen gebildeten Reihe 
[cotg « + 1] 
einen Teil 
@ a a, 1 
a. (mn >i) 





herausgreifen kénnen, fiir den : S tga< z und ce <tgfPs z ist, und 
0 1 a—1 n 
diese Briiche geniigen fir 1 <m<m den Beziehungen 


Om Om—1— Am—-10_n=1 und by + dy-s => rt. 





Wegen 
S _ &..._* 4 
. & or S7, 
ist 
&y!.4,! 
5, = 2°, 7 28% 
und auf dieselbe Art beweist man $*<2tgf. Aus 
tg B >t ee a a 
e« cotg « +1 


und r> 1 folgt 


b,, < rt< rt tgp 
und 


ans -b <2tgp-rt < Qritgp. 


a 





**) Vgl. z. B. P. Bachmann, Niedere Zahlentheorie, erster Teil (1902), 8. 121—124; 
Teubner (Leipzig). 











16 J. G. van der Corput. 


Fihren wir die Zahlen a/, =a; -+@», und by = by, +b» fir 1Sm<n 
ein, so ist b> rt, 


(14) Om Om: se ‘4 —_ (Om—1 + Gm) Da-s — Ag—1 (Om -1 + b,) =1 
und 


(15) ag Dan — 4B, = Gn (ben + bm) — (Gn—1 + Om) bm = 1. 


Sei zunichst tga<s und tgf> ar setzen wir tgt,—=<" und 
1 ba 


tem (5 > ta > 05 <>m>0), so erhalten wir 


, s 
% Sa < << on. < yg < AK PS tp. 


Vv Wir nennen (siehe Fig. 3) die Punkte 
auf o, in denen t die Werte tj, t,,..., T 
hat, bzw. 8, as ices S,:; weiter ziehen 
wir durch Z die Linie —a,u+b,0= 
Konstante und durch D die Linie 
—a,u-+-b, v = Konstante und ziehen die 
Tangenten in den Punkten .. ae S;. 
Auf diese Weise ist G@ dargestellt als 
die algebraische Summe von zwei Poly- 
gonen und einer Anzahl Segmente; bis- 
weilen, z. B. falls G den in Fig. 3 ge- 
zeichneten Bereich BC DE bezeichnet, 
darf man den Ausdruck ,,algebraische 

Fic. 3 Summe“ schlechthin durch ,,Summe‘“ 

ig. 3 

ersetzen. Durch eine Linie parallel zur 

v-Achse zerteile man eins der Polygone, nimlich BCDHE in zwei 
Trapeze; dann ist wegen (6) 
\T(BCDHE)| <ia,+26,+ ja, + 26, 


1 


<(E+2+3+2)ri tgs < orttgs. 











sy 


& 








Aus (14) und (15) folgt, da® das andere Polygon, das wir G, nennen 
wollen, und das begrenzt wird von HH, DH und den Tangenten, die 
in III vorausgesetzten Bedingungen erfiilit, so da8 nach (7) 


| T'(G,)| <6-2n+2{(a,b, — a,b, ) + (a,b; — apd.) +... + (Ganda: — Gn-10,) 
2 
y ’ , 3’ 
=12n rg ly) (Gm Om—1 — Om 10m) +5 >) (Gm+r bm — Om Om +s); 
<= = m=1 
wegen 


, bm — Ons 
On Dns -— On-1 9m = 1, ee mS ey eS oe os my 
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ist also 
7 n—- fa 
3 1 1h iw 
| ’ » 9? ho < et be | Se vm +i 
P(G,)|< 125" +32 7 +z) sth 
a m=1 


m 


‘ i. b,, — . On 
und weil sowohl 1 als — — =!“ und ebenso auch bm + kleiner als 


u 
m + m 
bm 


r? . ~ _ 
ist, so erhailt man die Ungleichung 


T(G,)|<122r ‘4: 


n= 1 bt 


: 


a. 


Es bleiben nun noch die Segmente zwischen der Kurve o und den 
Paaren aufeinanderfolgender Seiten des Vieleckes G, zu beriicksichtigen. 
Man kann dieselben in zwei Gruppen einteilen, derart, daB jedes Segment 
der ersten Gruppe von o und von den geraden Linien —a,u-+ dv 

= Konstante und — a,,,u+ bene 0 = = Konstante (n —-1>m > 0) ond 
jedes Segment der zweiten Gruppe von o und von den geraden Linien 
— aut b,,v = Konstante und — a,,u + b,,v = Konstante (n=>m2>1) 
begrenzt wird. Bei jedem Segment der ersten Gruppe ist 1,,,; 21> me, 
so daB die zu diesem Segmente gehérige 7'-GréBe nach (12) sbsolut 
kleiner ist als 





r? bat+basrs , r 1 te Bf Srt 

aH Re sie oni a < te > -» 5 6: bad si o 
i bn Bbm bees H45 <(5 at at 43) 9 oa’ 

2 bm m Ly 3 


und da man dies fiir die Segmente der zweiten Gruppe auf dieselbe Art 
beweist, findet man somit 


n 
/ 5 8 8) ] 
7 (G)|<9rbigh + (125+55+ 53) ADS 


n 

1 7 | 

—9rbigh + 245rt D'. 

m=0o 65, 

Wegen A <2tgf und b, <rt ist nun weiter 
n rt 2btep rt 
+ SD 5 S15 2tgh ST <rttgs, 
m=0 of b=1 b? a-) b=1 pt 


also schlieBlich 
|T(G)|<(9 +242 4)ritgs < 106 rt tgs. 
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Diese Ungleichung ist nun erst bewiesen fiir den Fall a <1{ und f > ri, 
aber die Beweisanordnung bleibt dieselbe fiir die anderen Fille; diese sind 
a<t und foxy; cQ>qy und >; clr und Bsr. Im letzten 
Falle z. B. fallen die Punkte S, und S, weg. Ziehen wir dann durch EF 
und D die Linien — a/u-+ b, v= Konstante und — aiu-+ bv = Kon- 
stante, so ist nach (6) 


| (BODHE)| <}aj +}a, + 2b; + 2b, 
= 3 (dg + ay + Gp—s + Gy) + 2 (bo +b; + bas + by) < Or? tgp, 
wahrend die Ungleichungen fiir das zweite Polygon und fiir die Segmente 


(die zwei verschwundenen Segmente natiirlich auSer Betracht gelassen) 
a fortiori gelten. Hiermit ist die Ungleichung in vollem Umfang bewiesen. 


Nach der SchluBformel von IV (Formel 13) ist die Anzahl der Gitter- 
punkte auf einem zur ersten Gruppe gehérenden Segment von o héchstens 


r art 
“= thm 
m m+ be 


mit demselben Ergebnis bei dem zu den Segmenten zweiter Gruppe ge- 
hérigen Segment, so daB die Anzahl! aller Gitterpunkte auf dem in 2n, 
2n—1 oder 2m — 2 Teile zerlegten Jordanbogen a, kleiner ist als 


4? S* < 16r* tgs. 
m=0 of 

Da jetzt der Satz in allen Teilen bewiesen ist, bleibt uns nur 
noch iibrig, das in der Einleitung erwihnte Korollar aus diesem Satze 
abzuleiten. Es bezeichne daher @ den in dem Korollar genannten Bereich. 
Wenn man die Anzahl der Gitterpunkte, welche auf den Randsegmenten 4, 
und o, von @ liegen, jedoch nicht einen Eckpunkt von @ bilden, bzw. 
B(d,) und B(o,) nennt, kommt es nur darauf an zu beweisen, daB 


(16) T(@)=O(Vz) und B(o,)—O(Vz) fir u—1,2,...,m. 
Es ist ja 


A(G)+5 3) B(4) +5 3) B(o) 


die Anzahl der Gitterpunkte im Innern und auf dem.Rande des Bereiches G, 
falls die einen Eckpunkt bildenden Gitterpunkte mit einem bestimmten 
Betrage > 0 und <1 in Anschlag gebracht werden; die Anzahl der Eck- 
punkte von @ ist beschrinkt, so da8, wenn die Beziehungen (16) gelten, 
die Anzahl der Gitterpunkte auf dem Rande und innerhalb @ 
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@) 41 San) ove -J(@) - eos 5 DRG.) +0(%a) 





ist. Fiir nicht ganzes c, ist B(d,)=0 und w(c,)=—g,(c,), und fir 
ganzes c, ist der Unterschied zwischen B/2,) und 








: = héchstens 1 und 
y (c,) = g, (¢) — }', 80 daB dann die Anzahl der Gitterpunkte im Innern 
und auf dem Rande des Bereiches 


s()- SS Te 


v=1 








ist. 

Beim Beweise der Beziehungen (16) diirfen wir noch voraussetzen, 
daB G die in den Figuren 1 und 3 fiir BCDE angegebene Form hat, 
d.h. daBS G@ begrenzt wird von zwei Strecken parallel zur V-Achse, von 
einer Strecke parallel zur U-Achse und von einem Jordanbogen o, welcher 
der Bedingung B geniigt, und wobei t das Intervall (a, 8) (=> p>aS 0) 
durchlauft; sonst kann man ja den Bereich mittels einer beschrinkten 
Anzahl Strecken parallel zu den Koordinatenachsen zerlegen in eine be- 
schrankte Anzahl VP.-Bereiche, welche nach etwaiger Umkehrung oder 
(bzw. und) Vertauschung der Koordinatenachsen diesen Bedingungen ge- 
niigen und in eine beschrinkte Anzahl rechtwinkliger Trapeze, der Art, daB 
von jedem Trapeze drei Seiten parallel zu den Koordinatenachsen sind und 
die vierte Seite eine der Strecken 4, ist, so daB die zu diesem Trapeze 
gehérige 7T'-GréBe nach (6) einen beschrinkten Wert hat. 


AuBerdem diirfen wir uns noch beschrinken auf die Fille cotg« < Vz 


und cotg fs >Vz; denn, falls cotg¢ >Vz> cotg f ist, kénnen wir G in 
zwei VP.-Bereiche zerteilen, indem wir parallel zur V-Achse eine Strecke 


ziehen durch den Punkt auf o, in welchem cotgt = Vz ist, und jeder 
dieser Bereiche geniigt der ersten oder der zweiten Bedingung. 


Ist cotg p>Vvz, und bezeichnen u,,v, und u,,v, die Koordinaten- 
paare der Endpunkte von o, so ist fiir u, >, die Anzahl B(o) der von 


den beiden Endpunkten des Bogens o verschiedenen Gitterpunkte auf o 
kleiner als 


“ B z 
fdu+1=Jo(r) costde+1=—fO(Vz)dr+1 


= 0(pVz) +1=0(tgBVz) +1=0(Vz), 
9Q* 
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und nach (4) ist dann 


IT (@)| <I, (u)dv| +3fdu+13=—0(Vz)+|fg,(u)dol, 
Do % 


Uy 


worin das SchluBglied héchstens 


e, B B = 3 ,— 
fidv|= 1 { o(r) sintdr = 4fO(Vx)dt = O(Vz) 


ist. 


Ist jedoch cotga <Vz, also (cotga-+1)°=—O(Vz), so folgen die 
Beziehungen (16) unmittelbar aus dem oben bewiesenen Satze, wenn man 
darin r= O(Vz) und tgf <1 setzt. 


(Angenommen Dezember 1919.) 





Uber die Existenz einer endlichen Basis bei Systemen 
von Potenzprodukten. 


Von 


Alexander Ostrowski in Gottingen. 


Zu den interessantesten Fragestellungen der Algebra gehért sicher die 
Frage nach den Bedingungen fiir die Endlichkeit eines Systems von Poly- 
nomen, also nach den Bedingungen, unter welchen alle Polynome des 
Systems sich ganz rational durch endlich viele unter ihnen — durch eine 
endliche Basis — ausdriicken lassen. Man hatte fiir viele Systeme von 
Polynomen, besonders fiir in der Invariantentheorie vorkommende, den 
Endlichkeitsbeweis gefiihrt, es waren indessen bis zur letzten Zeit in keinem 
Falle notwendige und hinreichende Bedingungen vollstandig diskutiert 
worden. In einer vor einigen Jahren in diesen Annalen erschienenen 
Arbeit’) hatte ich fiir solche Systeme von Polynomen, die aus Potenz- 
produkten bestehen, notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die 
Existenz einer endlichen Basis aufgestellt. Indessen laBt sich den Be- 
dingungen, die ich aufgestellt hatte, eine erheblich einfachere Form geben, 
und auch der Beweis la8t sich viel iibersichtlicher und einheitlicher fiihren, 
wenn man das Resultat geometrisch interpretiert und dabei von vornherein 
homogene Tetraederkoordinaten benutzt. Da das Resultat, in dem alge- 
braische, geometrische und mengentheoretische Momente in merkwiirdiger 
Weise verkniipft werden, vielleicht einiges Interesse darbietet, méchte ich 
in den folgenden Zeilen kurz auf die Frage zuriickkommen. 

Hat man Potenzprodukte aus zwei Variabeln 2, y: x*y4i, so lautet 
unser Kriterium: Das System der Potenzprodukte x% y*: besitzt dann und 
nur dann eine endliche Basis, wenn in der Menge der Zahlen z sowohl 

v 


ihre obere als auch ihre untere Grenze enthalten ist. Dabei legen wir 








') Uber die Existenz einer endlichen Basis bei gewissen Funktionensystemen. 
Math. Ann. 78 (1918) S. 94ff. 
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z den Wert + co bei und schlieBen den Fall c;= 8;—0 aus. — Um 


dies geometrisch deuten zu kénnen, ordnen wir allgemein dem Potenz- 
produkt zy einen Punkt P; auf einer Geraden zu, dessen homogene Ko- 
ordinaten «,, 8; sind. Dabei sollen aber der 0- und co-Punkt im End- 
lichen liegen, und der Einheitspunkt zwischen ihnen. Dann ist fiir die 
Existenz einer endlichen Basis bei dem System z%y* notwendig und 
hinreichend, daB alle Punkte P; innerhalb einer Strecke liegen, deren 
Endpunkte auch Punkte P; sind. Alle Punkte P; miissen dann zwischen 
zwei von ihnen liegen. 

In dieser Form 1aBt sich unser Satz sofort auf den Fall beliebig 
vieler Variabeln verallgemeinern. An die Stelle einer Strecke tritt dann 
ein konvexes Polyeder. Es sei U;=ax%y*iz%... ein beliebiges System 
von Potenzprodukten. Man fasse das System «;, B,, y;, ...der Exponenten 
von U,; als homogene Koordinaten eines Punktes P; in bezug auf ein 
ganz im Endlichen liegendes, den Punkt (1,1,1,...) im Innern ent- 
haltendes Koordinatentetraeder (bzw. Koordinatensimplex) auf und bilde 
den kleinsten abgeschlossenen konvexen Korper, der die Punktmenge P, 
enthalt. Dann ist notwendig und hinreichend dafiir, daB das System 
der Potenzprodukte U; eine endliche Basis besitzt, daB dieser konvexe 
Korper ein konvexes Polyeder ist, in dessen endlich vielen Ecken Punkte 
P; liegen. Mit anderen Worten, die Punkte P; miissen innerhalb oder 
auf dem Rande eines konvexen Polyeders liegen, dessen endlich viele 
Ecken aus gewissen Punkten P, bestehen. 

Wir schicken dem Beweis die Bemerkung voraus, da8, wenn 
P=(a, B, y,...)und P’=(ca’, p’, y’,...) zwei im Endlichen liegende Punkte 
mit nicht negativen homogenen Koordinaten «, 8, 7,... und a’, ’,y’,... 
sind, der Punkt 1P+ 4’P’=(ia+i'a’,4p+i'p,dyt+a'y’,...) fiir 
nicht negative 4,4’ auf der Strecke PP’ liegt. Denn die Punkte P und 
P’ sind Schwerpunkte des Koordinatentetraeders, falls man die Ecken mit 
den Massen a, f,y,... bzw. a’, B’,y’,... belegt. Belegt man aber die 
Ecken mit den Massen Ao + 2’a’,4f8+ 4’f’,..., 80 ist dieser Belegung 
fiquivalent die Belegung der beiden Punkte P und P’ mit den Massen 
da +-AB+... baw. d’a’+ 2'f'+..., und der Schwerpunkt der beiden 
Punkte P und P’ bei diesen Belegungen liegt offenbar auf der Strecke P P’. 

Andererseits sieht man sofort ein, daB, wenn ein Potenzprodukt U, 
sich ganz rational durch gewisse Potenzprodukte U;,,, U;,,..., U;, aus- 
driicken la8t, U; sich auch als ein Potenzprodukt der U;,, U;,,..., U;, dar- 
stellen laBt. Bilden daher die Potenzprodukte U;,, U;,...., U;, eine end- 
liche Basis der U,, so la8t sich jeder Punkt P; linear mit nichtnegativen 
ganzen Koeffizienten aus P;,, P;,,..., P;, ‘ombinieren. Daraus folgt aber 
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nach der obigen Bemerkung, daB jeder Punkt P; innerhalb des kleinsten 
die endlich vieler Punkte P,,, P;,,..., P;, enthaltenden konvexen Polyeders 
liegt. Damit ist die Notwendigkeit unserer Bedingung erwiesen. 

Wir nehmen nun umgekehrt an, da8 jeder Punkt P, im Innern oder 
auf dem Rande eines konvexen Polyeders mit den Ecken P;,, P;,,..., P,, 
liegt. Zerlegen wir dieses Polyeder in Tetraeder (oder im Falle mehr- 
dimensionaler Raume in Simplexe), deren Ecken gewisse unter den Punkten 
P;,, P;,,-.., P;, sind, so liegt jeder Punkt P; im Innern oder auf dem 
Rande wenigstens eines von diesen Tetraedern. Es geniigt daher, die End- 
lichkeit fiir solche Potenzprodukte zu beweisen, deren Bildpunkte innerhalb 
oder auf dem Rande eines bestimmten von diesen Tetraedern liegen. Wir 
nehmen daher an, daB alle Punkte P; innerhalb (oder auf dem Rande) 
eines Tetraeders mit den Ecken P;,, P;,, P;,, P;, liegen. Dann sind die 
vier Ecken P;,,..., P;, linear unabhaingig und jeder Punkt P, laBt sich 
in der Form darstellen 


a? Pp, + a? P,, + as” Py, + APP, 


mit nichtnegativen 4,,...,4,, und zwar im wesentlichen, bis auf eine be- 
liebige multiplikative Konstante, auf eine einzige Weise. Infolgedessen 
lassen sich die Zahlen 4" als rationale Zahlen mit einem von i unab- 
hangigen Nenner d wahlen, und die d-te Potenz jedes U; ist als ein 
Potenzprodukt der U;,,..., U;, darstellbar 
ui ae ui ui ui ui 

Wir teilen nun alle U, in d* Abteilungen, so daB in jeder Abteilung alle 
#® einander modulod kongruent sind, ebenso alle {, u und endlich 
auch alle u. Es geniigt den Beweis fiir jede von diesen Abteilungen 
einzeln zu fiihren, und wir nehmen daher an, da8 alle U; einer bestimmten 
Abteilung angehéren. 


Wir betrachten jetzt das System der Potenzprodukte 


mc) uf 


@, az §"1 ... "8 
Nach dem Hilbertschen Satz iiber die Modulbasis gibt es endlich viele ®: 
2, , D, ,..., Dy, 80 daB jedes ,; sich in der Form schreiben laBt 
P,;= M, ® + M, %,+.-.+ M,, %,,, 


wo M,,...,M, Polynome in é,...,4 sind. Aus dieser Relation folgt 
aber, daB ®, durch wenigstens eines unter den D,, teilbar ist. Ist nun 
®, etwa durch %, teilbar, so ist der Quotient die d-te Potenz eines 
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Potenzproduktes in £,..., 4. Daher ist dann der Quotient von U; durch 
U,, ein Potenzprodukt aus U;,,..., U;,. Infolgedessen lassen sich alle 
U, ganz rational durch U;,,..., U;,, Ui,, ..., Uz, darstellen, w. z. b. w.®). 
Wegen weiterer Ausfiihrungen und Anwendungen verweise ich auf meine 
oben zitierte Arbeit. 

*) Die Heranziehung des Hilbertschen Satzes gestattet den letzten Teil des Be- 
weises ganz besonders abzukiirzen. Diesen Teil der neuen Beweisanordnung habe ich 
bereits vor langerer Zeit gefunden und auch bereits damals (Sommer 1917) Fri. E. Noether 
mitgeteilt 


(Angenommen September 1919.) 





Zur Reihenentwicklung in der Formentheorie. 


(Zusatz und Berichtigung zu Nr. III der Arbeit ,,Uber ganze rationale 
Darstellung der Invarianten eines Systems von beliebig vielen Grundformen“, 


Math. Ann. 77, S. 93.) 
Von 
Emmy Noether in Géttingen. 


Unter ,,Reihenentwicklung der Formentheorie“ versteht man bekannt- 
lich einerseits die Verallgemeinerung der Clebsch-Gordanschen Reihen- 
entwicklung — d. h. der Entwicklung einer zwei binare Reihen enthaltenden 
Form nach Potenzen der Determinante dieser Reihen, wobei die Koeffi- 
zienten Polaren von Formen von nur einer Variabelnreihe sind, oder, was 
damit identisch ist, bei Anwendung des 92-Prozesses verschwinden — auf 
Formen von beliebig vielen Serien von je m Variabeln; anderseits als 
Verallgemeinerung der bei ,,Komplexkoordinaten“ ¢,, auftretenden Normal- 
formen eine Entwicklung nach Normalformen fiir Formen, die die GréBen 
verschiedener Stufen ¢,, t;,, t;,,... gleichzeitig enthalten. Diese zweite Art 
der Entwicklung 1a8t sich aber aus der ersten durch invariante Differen- 
tiationsprozesse gewinnen, wie dies vor allem Mertens und Deruyts aus- 
gefiihrt haben’). 

Die verschiedenen Entwicklungen erster Art ergeben sich alle — wie 
dies etwa Math. Ann. 77 a. a. O. III kurz skizziert — als Folgerung der 
Entwicklung einer Form von n Reihen von je n Variabeln nach Potenzen 
der Determinante dieser Reihen, wobei die Koeffizienten Polaren von Formen 
von nur (n—1) Reihen sind, die selbst aus der Ausgangsform durch 


1) F. Mertens, Uber invariante Gebilde quaternirer Formen (Sitzber. d. Ak. d. 
Wiss. Wien 98, Abt. IIa (1889)) fiir den quaterniren Fall. Die allgemeinen Normal- 
formen finden sich bei J. Deruyts: Sur la réduction des fonctions invariantes dans 
le systéme des variables géométriques, Bulletins de Ac. R. de Belgique 24 (1892). 
Ohne Kenntnis dieser Arbeit habe ich in genauer Anlehnung an Mertens die all- 
gemeine Entwicklung nach Normalformen angegeben in § 7 der Arbeit: Znr Invari- 
antentheorie der Formen von n Variabeln, J. f. M. 139 (1910). 
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Polarenbildung und Q-Prozef abgeleitet sind*). Die urspriingliche Clebsch- 
Gordansche Entwicklung (n= 2) war noch einen Schritt weiter gegangen; 
die speziellen auftretenden Polarprozesse sind dort explizite angegeben, 
sogar unter Einschlu8 der numerischen Koeffizienten. 

Was ich nun der angegebenen Note — wo die Reihenentwicklung 
mehr begrifflich, als ein Problem der linearen Formenscharen aufgefaBt 
ist — zufiigen méchte, ist eine bis auf Zahlenkoeffizienten explizite Dar- 
stellung, die sich durch Spezialisierung der auf allgemeine Modulsysteme 
beziiglichen Untersuchungen von E. Fischer*) ergibt. 

Zu dieser Einordnung fiihrt die Deutung der Normalform in den ¢,,. 
Ersetzt man namlich die ,,Komplexkoordinaten“ ¢,, durch die ,,Linien- 
koordinaten“ p;, = (z,;y, — %,y,;), 80 ist vermége der zwischen den p,, 
bestehenden identischen Relationen die Darstellung einer Form F(p,,) 
nicht mehr eindeutig. LEindeutigkeit 146t sich erzielen, wenn man ver- 
langt, daB zwischen den Koeffizienten von F dieselben linearen Relationen 
bestehen wie zwischen den in F auftretenden Potenzprodukten der p,,‘). 
Fiir diese Normalform @ gilt also: 


F(p,;,) = O(p,,) [identisch in z, y], oder 

F(t,,) = M(t) mod M, 

wo M den Modul aller identischen Relationen zwischen den p,, bedeutet, 
d. h. aus der Gesamtheit aller Formen G(t;,) besteht, fiir die G(p,,) 
identisch in x, y verschwindet. @(t;,) ist die ,,Normalform“ in Kom- 
plexkoordinaten, wahrend die Basisfunktionen von M quadratische Formen 
in den ¢;, werden. Durch Iteration des Verfahrens in bezug auf die Fak- 
toren dieser Basisfunktionen entsteht die vollstandige Reihenentwicklung. 
Entsprechende Uberlegungen gelten bei gleichzeitigem Auftreten der 
t,, t,,, 8 


6? “tk? “ékiy*** 


(1] 


Auf eimen analogen Gedankengang laBt sich die Entwicklung nach 
Polaren zuriickfiihren. Ersetzt man namlich etwa in einer Form F(z, y, z) 
die drei ternaren Reihen x=(2,, x, 2), y, z durch solche Reihen 
—,, ¢, die sich linear aus nur zwei zusammensetzen lassen .(etwa 
E=2,yH=y; (=A, x+y), 80 wird die Darstellung von F(é, 7, ¢) 
wieder nicht eindeutig. Man kann wieder fiir die Koeffizienten dieselben 

*) Vgl. die Literaturangaben a. a. 0. Seitdem erschienen und auch auf der 
formalen Methode beruhend: Schouten, Over reeksontwikkelingen van algebraische 
vormen net verschillende rijen van variabelen van verschillenden graad, Verslag 
Ak. Amsterdam 27 (1919), S. 1481. 

*) E. Fischer, Uber die Differentiationsprozesse der Algebra, J. f. M. 148 (1917). 

*) Vgl. Clebsch, Ober eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie, § 4, 
Abh, d. K. G. d. Wissensch. zu Gottingen 17 (1872). 
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linearen Relationen vorschreiben, wie fiir die in F auftretenden Potenz- 
produkte der &,7,¢. Da nun hier der Modul M aller identischen Rela- 
tionen als Basisfunktion die Determinante 4 —(xyz) der drei Reihen 
besitzt (a. a. O. III, Hilfssatz a)), so tritt hier an Stelle von [1)}: 


F(&,7,¢)= @(&,,¢) [identisch in z,y], oder 


(2] F(z, y,z)=@(z,y,z) mod d. 


Es zeigt sich, daB ® durch Polarenbildung entsteht (vgl. Formel (2) a. a. O.); 
die vollstindige Reihenentwicklung ergibt sich wieder durch Iteration. 
Die Bildung der Normalformen ® ordnet sich also beidemal folgendem 
Problem unter: Ersetzt man in F(z) die Unbestimmten z, durch Poly- 
nome /,(€) von Parametern £, so da8 also die Darstellung F (f,(&)) nicht 
mehr eindeutig wird, so soll die Eindeutigkeit dadurch festgelegt werden, 
da8 zwischen den Koeffizienten dieselben linearen Relationen bestehen 


wie zwischen den in F auftretenden Potenzprodukten der f,(&). Es 
wird also 

F (f,(€))= @(f,(€)) [identisch in &], oder 
(3) F(z) =@(2) mod, 


wo M den Modul aller identischen Relationen zwischen den f,(&) bedeutet. 

Fiir diese Normalform ®(z) hat nun E. Fischer in § 11, I seiner 
zitierten Arbeit eine bis auf Zahlkoeffizienten explizite Entwicklung, und 
zwar vermége linearer Operationen angegeben. Zugleich hat er aber auch 
in der Einleitung IIT und in § 6 II fiir die zu M gehérige Differenz F — 
— unter Voraussetzung der Kenntnis einer Modulbasis — einen im selben 
Sinn expliziten Ausdruck angegeben; und in Verbindung dieser Entwick- 
lungen in § 11 II die Formel [3] somit durch eine explizite Darstellung 
ersetzt. Dabei ist die noch offene Frage nach den Zahlkoeffizienten nach 
§ 12 derselben Arbeit identisch mit dem Aufsuchen der Eigenwerte und 
Eigenfunktionen der linearen Operationen (Formel 82). 

Ich spezjalisiere nun in 1. die Fischerschen Formeln auf den Fall der 
Reihenentwicklung nach Polaren und gewinne daraus durch Iteration die 
Reihenentwicklung. Die Operation zur Bestimmung von ® geht dabei 
in bestimmte Polarprozesse iiber, was erheblich genauer ist als die oben 
angegebene, bisher bekannte Fassung. Bei der Operation zur Bestimmung 
von F — @ tritt die Multiplikation mit der Determinante 4 und der 
2-ProzeB gemischt auf. Um auf die gewéhnliche, nicht explizite Form 
zu kommen, ist noch die Bemerkung zu machen, daS 24 sich durch 
Polarprozesse ausdriicken 1aBt. 

An dieser Stelle sei noch eine Berichtigung zugefiigt. Ich habe a. a. O. 
(8S. 101, Z. 6 v. 0.) versehentlich die nur im binaren Gebiet geltende iden- 
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tische Umformung — 2(4y)=c,y+c,4-2(y) — als allgemeingiltig 
angenommen und damit den Ubergang von der Fundamentalformel (2), 
die den Ausdruck fiir die Normalform @ in [2] gibt, auf die Reihen- 
entwicklung (3) gemacht. Die dortigen Uberlegungen ergeben also nur 
die Formel (2), und als Spezialfall davon den Reduktionssatz (1); reichen 
aber, da ein expliziter Ausdruck fiir die Differenz F — ® fehlt, zur Be- 
griindung der Reihenentwicklung nicht aus. 

In 2. erhalte ich ebenso durch okie * rier die Normalform 
®(t,.) von [1]; allgemeiner die Normalform P(t,, t;,, t;,,,...), was auf 
bekannte explizite Formeln fiihrt. Da aber die Aufstellung der voll- 
standigen Reihenentwicklung die Kenntnis einer Modulbasis von M ver- 
langt, ist hier der invariantentheoretische Weg (vgl. die angefiihrte Lite- 
ratur) vorzuziehen, der diese Kenntnis nicht verlangt, sondern im Gegen- 
teil vermége der Reihenentwicklung eine Modulbasis liefert. 


1. Nach Fischer, § 11 (Formel (19) und folgende Zeilen) wird die 
Normalform ®(z) von [3] — (dort N(¢)) — gegeben durch: 


[4] ®(z) =(a,8+a,8°+...+4a,8") F(z), 


wo die Konstanten a, ...a@, dem Koeffizientenbereich der /(£) angehéren 
und nur vom Grade von F(z) abhingen; der Operator S ist definiert durch 


[5] S=AB; BF(z)—F(f(t)); AF(f(é) =f Mat(S)Vrcey. 


FaBt man in [2] F als Form p-ter Dimension in z allein auf, so spezialisiert 
sich f;(¢) zu 4, 2,;-+ 4, y;; somit kommt: 


BF=F(z,y,4,2+4,y); 8F={ S2(5 2 +2 A)V P(e, y,ethy), 


* OA, OY 


oder in Polarprozessen geschrieben (vgl. a. a. 0. II, 2. u. 3.; auch fiir die 
abkiirzende Scare 5 


- a @ a\)? a)” 
6] SF(2,y,2)—2[e(F2+5-2)|"[(etawgs)] Flay), 


Durch [4] und [6] ist der gewiinschte explizite Ausdruck fiir ®(x, y, z) 
gegeben; P(x, y,z) ordnet sich zugleich der am Anfang erwihnten all- 
gemeinen Form (2 PH in (2), a. a.0.) — Polaren von Ausdriicken, die 
nur von 2 Reihen abhaingen und aus F durch Polarprozesse gewonnen 
werden — unter. Die noch unbestimmten Koeffizienten a; sind rationale 
Zahlen; da hier die f,(&) ganzrationale Zahlkoeffizienten besitzen. Schreibt 
man [2] in der Form: 


[2a] F=@44F,, 








*) Vgl. Formel (75). Im Falle von [8] lauft die Summe « iiber alle Potenz- 
produkte p-ter Dimensionen, und (75) spezialisiert sich daher zu [5). 
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so kommt durch Spezialisierung der bei Fischer in der Einleitung III und 
in §6 II (8. 41) angegebenen Formel 
. a @6@ 
[7] F,=(a, Q4+0,Q424...4+0,242...42) F*) [o=(357)]: 
wo wieder die a; rationale, nur vom Grad von F abhingende Zahlen sind. 

Die Iteration fiihrt zu: 

Pi, =9,+2F,; Fy =9%,+4F,;...;F;=G,4+4Fj4;;..., 
wo jeweils die ®, die den F; entsprechenden Normalformen sind. Da die 
F, in z vom Grade (p—i) sind, kommt nach [4] und [6]: 

®, = (a,, 8; + a, 8; + ++) F;; 

[8] pi 


~~ a @ @a\)-* a 
8,F.=o-m |? nae ta), [(a2+4 9) 2] F;. 
Der Formel [7] entspricht: 
F,=(a;,,2+ 4, QAQ2+4+-...)F;-,, und durch Iteration 
[9] = (B, 2'+ p, Q°AQ+... By. Q* AQ"... AQ**4+....)F 
(kth +... th —i+1—8). 
Vermdge [8] und [9] ist in der Rethenentwicklung 
F=+A0,+A°@,+...+4°@,4...47D, 
die im angegebenen Sinn explizite Darstellung erreicht. 
Wendet man auf [7] die identische Umformung: — 24 F = PF — 
an, wo P Polarprozesse bedeuten’), so kommt, wegen der Vertauschbarkeit 
dieser Prozesse mit. dem 2-ProzeB, die bekannte Formel: 


F,=PQF;...;F,= Pa‘ F, 


und daraus folgt in Verbindung mit [8] oder mit den Uberlegungen a. a. O. 
die bekannte Fassung der Reihenentwicklung, wie etwa in (3) a. a. O. 
Handelt es sich um n Reihen von n Variabeln, 2%, z®,..., 2@-, 2; so 
wird entsprechend: /,() = 4, a + 4, a!) +...+-d,-,”2-; und ebenso 
ist 4 und Q fiir n Reihen zu definieren. 

2. Fiir die Normalform der F(t, t;,, t;,,,---) sind die 7,(&), f,,(&), --- 


gegeben durch die ein-, zwei- bis (m — 1)-reihigen Determinanten 


gf (eMe™y, ., <i (ge ge, J ‘media eae 





*) Diese spezialisierte Formel benutzt Kerim in seiner demnichst erscheinenden 
Erlanger Dissertation in der Anwendung auf ,,Tragheitsformen“. 

*) Vgl. etwa F. Mertens, Uber ganze Funktionen von m Systemen von je n 
Unbestimmten, Monatsh. f. Math. u. Phys. 4, Formel (5). 
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Somit kommt als Spezialisierung von [5]: 
S=AB; BF=F(e,(¢%§),,,...); 


As dy 
ABF =( 374255) (Sta Sam) ) «POP EM EM» 
wo 4,,4,... die Gradzahlen in ¢,,¢;,,... bedeuten. 

Aus invariantentheoretischen Uberlegungen (es lassen sich namlich 
alle Invarianten von F, die linear in den Koeffizienten sind, linear zu- 
sammensetzen aus F und aus Formen aus M, also insbesondere auch das 
nicht zu M gehérende SF)*) folgt hier die Kongruenz: ®=a, SF 
mod M, und wegen der Normalformeigenschaft daraus anstelle von [4] 
die einfache Relation: 


[10] ® —a,8F =a,S89. 


Die zweite Gleichung gilt, da die Anwendung von S jede Form aus M 
zum Verschwinden bringt. Formel [10] zeigt, daB die Normalform ® 
selbst zugleich Eigenfunktion ist; und zwar gibt es nach der obigen 
Invarianteniiberlegung keine weiteren Eigenfunktionen, die zugleich Inva- 
rianten von F sind (vgl. zu [10] Deruyts, Formel (10) und (10’)). 


*) Dies folgt etwa aus § 6 und § 7, 2. meiner zitierten Arbeit ,Zur Invarianten- 
theorie der Formen von » Variabeln“. 


Berichtigungen. 


1. In der Arbeit ,,Die allgemeinsten Bereiche aus ganzen transzendenten Zahlen“ 
(Math, Ann. 77) ist Seite 121, Zeile 8 von oben, Z. 9 v. o. und Z. 11 v. u. der Kérper 
(H, Y) mu ersetzen durch den ,,Kérper (H, Y, y’,..., Y%e-”), wo ¥’,..., ¥*"™ die 
Konjugierten von Y inbezug auf H bedeuten.« Entsprechend ist 8. 120, Z. 5 v. o. 
u. 8. 121, Z. 9 von o. (H,y) zu ersetzen durch (H, y, y’, ..., yo). 

2. In der Arbeit ,Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe“ (Math. Ann. 78) 
mu8 es bei der Formulierung des Hilbertschen Irreduzibilitatssatzes — S. 222, Z. 3 v. u. — 
anstatt ,Zahlkérper Q“ genauer heiBen: ,endlicher algebraischer Zahlkérper Q“, 
worauf mich Herr Ostrowski aufmerksam macht. In der Tat ist ja etwa in bezug 
auf den Kérper aller algebraischen Zahlen die Gruppe jeder Gleichung mit algebra- 
ischen Zahlkoeffizienten die identische. — Entspreclnd ist in der Einleitung unter 
»beliebiger Rationalitétsbereich* zu verstehen ein endlicher algebraischer Zahl- 
kérper, dem noch endlich viele Parameter adjungiert werden kénnen, oder einer der 
so entstehenden Zwischenkérper. 


(Angenommen September 1919.) 


Ober die Konvergenz eines mit einer Potenzreihe 
assoziierten Kettenbruchs’). 
Von 
Hans Hamburger in Berlin. 


1, Es sei z= 2-+- ty eine komplexe Verinderliche und 
S(z)=2+4+5+... 
eine beliebige formale Potenzreihe, von der nur vorausgesetzt werde, daB 
die aus ihren Koeffizienten c, gebildeten Hankelschen Determinanten 


Co» C,, ? Cu—1 

¢,; Cy, ’ C., 
ae ete 

Ce ery aa 


fiir alle m von Null verschieden sind. Uber die Konvergenzeigenschaften 
von S(z) werden hier keine weiteren Annahmen gemacht, so daB also 
auch solche Reihen S(z) in den Kreis unserer Betrachtungen einbezogen 
werden, die fiir jeden noch so groBen Wert des absoluten Betrages.von z 
divergent sind. 


Nach bekannten Satzen l48t sich dann durch einen formalen Divisions- 
prozeB die Reihe S(z) in einen Kettenbruch 


(1) K(2)= > 54 


a « 
—* 
z+, ' t+By+-, 

1) Den in dieser Arbeit verdffentlichten Satz habe ich im Frihjahr 1916 ge- 
funden. Durch militirische Verpflichtungen gehindert, konnte ich das Manuskript 
erst im Marz 1917 fertigstellen und sandte es dann bald darauf an die Redaktion 
des Journals fiir reine und angewandte Mathematik, die die Arbeit annahm. Im 
Februar 1919 habe ich das Manuskript zuriickerbeten, da ich erkannt hatte, daB sich 
mein urspriinglicher Beweis wesentlich vereinfachen lieB. 
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entwickeln*), den wir mit Herrn Perron mit der Potenzreihe S(z) assoziiert 
nennen wollen. Seine Koeffizienten «, sind reelle von Null verschiedene 
Zahlen, seine Koeffizienten f, beliebige reelle Zahlen. 

Der n-te Naherungsbruch K,(z) des Kettenbruchs K(z) ist, wie 
sich aus den Rekursionsformeln fiir Kettenbriiche unmittelbar ergibt, gleich 
dem Quotienten zweier Polynome 

- y U, (z 
K,,(z)= met 
wobei U,(z) vom Grade n —1, V,,(z) vom Grade n ist; auBerdem ist 
in V,,(z) der Koeffizient des Gliedes z* gleich 1. 

Offenbar lat sich K,(z) fiir hinreichend groBe Werte von |z| in eine 

konvergente Potenzreihe entwickeln: 





= c®™ 
K, (z)= > — 
v+1 

v=0 z 





Nunmehr zeigt sich der Zusammenhang zwischen der Potenzreihe und dem 
mit ihr assoziierten Kettenbruch darin, daB die 2 ersten Koeffizienten der 
Potenzreihenentwicklung von K,(z) mit den entsprechenden Koeffizienten 
von S§(z) iibereinstimmen, da8 also die Beziehungen bestehen* ) 


(2) c™=—c, firy=0,1,...,2n—1. 


Durch den Grad der Polynome U,(z) und V,(z) und durch die Be- 
ziehungen (2) ist die rationale Funktion K,(z) eindeutig bestimmt. 


Die Bedingung C, + 0 fiir m=0,1,...,m%—1 erweist sich ferner 
nicht nur als hinreichend, sondern auch als notwendig dafiir, da8 eine 
Funktion K,(z) von den verlangten Eigenschaften existiert. Dieses Re- 
sultat 148t sich auch in dem Satze formulieren: Damit der mit einer Po- 
tenzreihe S(z) assoziierte unendliche Kettenbruch K(z) existiert, ist not- 
wendig und hinreichend, daB die aus den Koeffizienten c, der Potenzreihe 
gebildeten Determinanten C,, fiir alle Werte von m von Null verschie- 
den sind *), 


Umgekehrt 148t sich zu jedem Kettenbruch K(z) der Form (1) eine 
mit ihm’ assoziierte Potenzreihe S(z) finden, deren Koeffizienten zu den 
Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von K, (z) in den durch Formel (2) 
angegebenen Beziehungen stehen*). 


*) O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, im folgenden kurz mit Perron, 
Lebrbuch zitiert. Leipzig 1913. 8. 322—326 und S. 376. Siehe auch J. Grommer, Ganze 
transzendente Funktionen mit lauter reellen Nullstellen, Dissertation Gottingen 1914, 
abgedruckt im Journal fiir reine und angewandte Math. 144 (1914), S. 114—165, im 
folgenden kurz mit Grommer, Dissertation zitiert.. Vgl. insbesondere 8. 118—123. 

*) I. c. Anm. *). 
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2. Besonderes Interesse verdienen diejenigen Kettenbriiche, deren 


Koeffizienten «, simtlich negative Zahlen sind mit Ausnahme von a,, das 
groBer als Null ist. Sie sind mit solchen Potenzreihen S(z) assoziiert, 
deren Koeffizientendeterminanten C, simtlich positiv sind. Aus der Be- 
dingung C,, > 0 fiir alle m folgt leicht c,, > 0, wahrend die Koeffizienten 
Ca»43 positiv oder negativ oder auch gleich Null sein kénnen. 

Die Bedingung C,, > 0 fiir alle m ist notwendig und hinreichend 
dafiir, daB a, >0, a,<0 fiir »>2 wird. Im folgenden sollen nur 
Kettenbriiche K(z) mit dieser Koeffizienteneigenschaft betrachtet werden. 

Thre wichtigste Eigenschaft zeigt sich bei der Partialbruchzerlegung 
der Naherungsbriiche K,(z)*). Es ergibt sich naimlich 


yy,” 
K,(2)= >, —a- 


x=1 —4,, 
Hierbei sind die 4", die Nullstellen des Polynoms V,(z), samtlich reell 


und voneinander verschieden, die Residuen von K, (z) 


wm _ Un (ar") 


= vi a™) 





simtlich positiv. 


3. In seiner Arbeit iiber ganze transzendente Funktionen mit lauter 
reellen Nullstellen untersucht Herr Grommer Kettenbriiche der eben be- 
schriebenen Art, die mit fiir |z| > o konvergenten Potenzreihen assoziiert 
sind, und beweist dort den Satz*): 

Ist der Kettenbruch K(z) mit einer Potenzreihe S(z) assoziiert, 
deren Koeffizientendeterminanten C,, simtlich positiv sind und die fiir 
|z| > konvergiert, so konvergiert der Kettenbruch K(z) gleichmaBig in 
jedem abgeschlossenen Bereich der z-Ebene, dem kein Punkt der reellen 
Achse, der zwischen — 9 und +o gelegen ist, angehért, und stellt dort 
dieselbe analytische Funktion f(z) wie, fiir | z| > @, die Potenzreihe S (z) dar. 


4. In der vorliegenden Arbeit soll ein etwas allgemeinerer Satz der- 
selben Art bewiesen werden, indem die Voraussetzung, daB die Potenz- 
reihe S(z) einen Konvergenzkreis besitzt, abgeindert wird. Der zu be- 
weisende Satz lautet: 

Es sei eine formale Potenzreihe S(z) vorgelegt, deren Koeffizienten- 
determinanten C,, sdmtlich positiv sind. AuBerdem mdgen zwei Konstanten 





*) Vgl. etwa Grommer, Diss. 8. 123 —125. 
®) Diss. Kap. I, 8. 129—134. 
Mathematische Annalen. LXXXI. 3 
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o und k von der Beschaffenheit existieren, daB die Koeffizienten c, der 
Potenzreihe S(z) sich durch die Beziehung 


(3) lo|< =r! 
abschatzen lassen. 

Dann konvergiert der Kettenbruch K(z) gleichmdfig in jedem ab- 
geschlossenen Bereich der z-Ebene, der kein Stiick der Achse der reellen 
Zahlen enthalt. 

Durch den Kettenbruch K(z) wird also in der Halbebene mit posi- 
tivem Imaginarteil eine analytische Funktion f(z), in der Halbebene mit 
negativem Imaginarteil eine analytische Funktion f*(z) definiert, und 
zwar ist “ 

f* (x —iy)=F(e+iy), 
wenn / den zu f konjugiert komplexen Wert bezeichnet. Die Funk- 


tion f *(2) wird aber im allgemeinsten FalJe nicht die analytische Fort- 
setzung von f(z) sein, da z. B. die Funktion f(z) die Achse der reellen 
Zahlen als natiirliche Grenze haben kann. 

Fiir die Funktion f(z) wird auBerdem die Integraldarstellung 
(4) f(z) = f v(t)e-*dt = —i fv(— iz) etd 

0 0 

gefunden, wobei v(t) sich in die wegen (3) fiir |t|<@ konvergente 
Potenzreihe 


v(t)= =e" 
r=0 
entwickeln 148t. Das hei®t aber nichts anderes, als daB sich die Funktion 
f(z) auch durch Borelsche Summation aus der Potenzreihe S(z) ergibt; 
da auBerdem das Integral rechter Hand von (4) sich fiir y>4, unter 6 
eine beliebig kleine positive Zahl verstanden, als absolut und gleichmaBig 
konvergent erweist, so ist die im allgemeinen divergente Potenzreihe S (z) 
im Borelschen Sinne sogar absolut summierbar. 

Aus der Integraldarstellung (4) folgt ferner nach bekannten Sitzen 
von Poincaré*) und Herrn Borel, da8 die Funktion f(z) im Winkelraum 
é6<argz<2—6 durch die Potenzreihe S(z) im Poincaréschen Sinne 
asymptotisch dargestellt wird. 


5. Der Beweis des Konvergenzsatzes beruht im wesentlichen auf einem 
funktionentheoretischen Hilfssatze, der auch fiir sich selbst von Interesse 
erscheint: 


*) H. Poincaré, Sur les intégrales irréguliéres des équations linéaires, Acta 
Math. 8 (1886), S. 295-344. Vgl. insbesondere S. 295—296 und S. 307—312. 
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Ist t=o-+ ir eine komplexe Verdnderliche und ist 


v(t) -~ yar =} —§” 
v=0 


v! 
¥=0 


eine fiir |t| <9 konvergente Potenzrethe, sind endlich die Koeffizienten- 
determinanten 

b, See ott ee 

11! 5, » Bits voce A. 


(m—1)!b._,, m!b,, ..., (2m—2)!16 


am-2 
simtlich positiv, so laBt sich die Funktion v(t) im ganzen Streifen 
-o0+6<0<0—85 fortsetzen und bleibt dort unterhalb einer festen, 
von t unabhangigen Schranke. 

Der Beweis dieses Satzes wird in § 2 gefiihrt und enthalt den wesent- 
lichen mathematischen Gedanken der Arbeit. 

Im §3 wird der Beweis der Konvergenz des Kettenbruchs zu Ende 
gefiihrt, der nun keine Schwierigkeiten mehr macht. 

Im § 4 endlich werden fiir die Funktion f(z) noch Darstellungen 
durch Stieltjessche Integrale und durch Fakultiatenreihen kurz angegeben. 

6. Die in den ersten drei Paragraphen ausgefiihrten Beweise tragen 
elementaren Charakter und benutzen vor allen Dingen nicht die Dar- 
stellung der Koeffizienten c, durch Stieltjessche Integrale: 


+@ 
(6) c, = f urd®(u). 


Die Existenz einer solchen Darstellung ist unter Benutzung des Grommer- 
schen Auswahltheorems*), das das Differential d®(w) liefert, in dem all- 
gemeinen Falle, der hier in Frage kommt, vom Verfasser zum ersten 
Male nachgewiesen worden, welcher unter Benutzung dieser Darstellung die 
Konvergenz des Kettenbruchs K(z) auch an anderer Stelle bewiesen hat*). 
Ebenda sind die Resultate anderer Arbeiten®) iiber denselben Gegenstand 
angefiihrt, die auch von der Integraldarstellung (6) der Koeffizienten c, 
Gebrauch machen. 
7) Diss. Kap. II, 8. 184—145. 


*) H. Hamburger, Beitrige zur Konvergenztheorie d« ; Stieltjesschen Ketten- 
briiche, Math. Zeitechr. 4 (1919), S. 186—222; vgl. insbesondere § 5 S. 212—218. 

®) O. Perron, Erweiterung eines Markoffschen Satzes iiber die Konvergenz ge- 
wisser Kettenbriiche, Math. Ann. 74 (1913), S. 545-554. — O. Sz4sz, Bemerkungen 
zu Herrn Perrons Erweiterung eines Markoffschen Satzes iiber die Konvergenz gewisser 
Kettenbriiche, Math. Ann. 76 (1915), 8S. 301—314. 


Rd 
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Der funktionentheoretische Satz iiber die Fortsetzbarkeit der ana- 
lytischen Funktion v(+) ist unter Benutzung der Integraldarstellung (6) 
vom Verfasser gleichfalls an anderer Stelle *°) bewiesen und als eine Art von 


Umkehrung mit einem Satze von Herrn Pélya"*) iiber die Funktionen 90)’ 
wo g(z) eine ganze transzendente Funktion mit nur reellen Nullstellen 
vom Geschlechte 0 oder 1 bezeichnet, in Zusammenhang gebracht wor- 
den. Doch glaube ich, daB trotzdem die hier ausgefiihrten elementaren 


Betrachtungen einiges Interesse verdienen. 


§ 1. 


Es sei eine Potenzreihe S(z) vorgelegt, deren Koeffizientendeter- 
minanten C,, simtlich positiv sind und deren Koeffizienten c, der Un- 
gleichheitsbeziehung (3) geniigen. 


Wie in der Einleitung auseinandergesetzt wurde, existiert dann der 
mit S(z) assoziierte Kettenbruch K(z), und zwar wird c, >0, a, <0 
fiir » > 2. 


Fiir seinen Naherungsbruch n-ter Ordnung K, (z) erhalt man die Dar- 
stellungen 


(n) x (n) 


(7) BGs See PSE, = OS 


— (n) r+1’ 
Vi, (2) ona 4, y=0 * 





wobei fiir die Koeffizienten c," die fundamentalen Beziehungen (2) gelten. 
Die Partialbruchzerlegung fiir K,,(z) wollen wir jetzt in anderer Form 
schreiben, indem wir 





—; durch das fiir y> 6 absolut und gleichmaBig 
—4 


konvergente Integral fe a 
0 


3 (m) 
*« )dt ersetzen. Es ergibt sich so 


—-i« —ite 


2 ie =. aa 
(8) K,,(z) = Sy uy fe t(s— 4") ae = [v, (teat, 
n=1 0 0 
wenn 
- , (n) 
(9) v,(t) = >’ Me’ ‘ 
x=1 


gesetzt wird. 





*”) H. Hamburger, Bemerkungen zu einer Fragestellung des Herrn Pélya; wird 
in der Math. Zeitschr. erscheinen. 

™) G. Pélya, Algebraische Untersuchungen iiber ganze Funktionen vom Ge- 
schlechte 0 und 1, Journal fiir reine und angew. Math. 145 (1915), S. 224—249, vgl. 
insbes. 8. 235—237. 
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Da v,(t) eine ganze transzendente Funktion ist, JaBt sich v(t) an 
der Stelle ¢ — 0 in eine Potenzreihe 
v, (t) = >) et" 


v=0 


entwickeln, und zwar erhalt man wegen (9) 


Eb” aa = M® (Amy. 
Aus (7) folgt aber andererseits 


(10) 2 ae _ vg 


x=1 
also 


(mn) 
c 
n) 
by” = —. 


Wir beweisen zunachst, da8 fiir |¢|< o— 4, unter 4 eine beliebig 
kleine positive Zahl verstanden, die Funktionen v,(t) mit wachsendem 
n gleichmaBig gegen die Funktion 


(11) o(t) = d'b,t'= 8" 
vy=0 0 


ys 





konvergieren. DaB die Potenzreihe (11) fiir |t|]< o konvergiert, folgt 
unmittelbar aus der Abschitzung (3) fiir |c,|. 

Gelegentlich des Beweises seines in der EKinleitung zitierten Kon- 
vergenzsatzes zeigt Herr Grommer, da8 


of SC, 

ist fiir alle m und alle ». Der Nachweis dieser Ungleichheitsbeziehung, 
den wir der Vollstandigkeit halber hier kurz skizzieren wollen, stiitzt sich 
auf einen Hilfssatz, der in gréBerer Allgemeinheit von Laguerre **) formu- 
liert worden ist, und fiir den in der hier erforderlichen speziellen Fassung 
Herr Grommer einen einfachen algebraischen Beweis angibt. Der Satz lautet: 

Es sei P(z) ein Polynom m-ten Grades mit nur reellen Nullstellen. 
AuBerdem sei der Koeffizient des Gliedes z™ gleich 1. Entwickelt man 








_ in die Potenzreihe 
(z) 
1 _ ®% a, a, 
P(z) set esi t erat 


so sind alle Koeffizienten ao, > 0. 


2) Laguerre, (Zuvres, Bd. I, S. 169; Grommer, Diss., 8. 180—132. 
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Aus diesem Hilfssatz folgert Herr Grommer die Beziehung cy,’ < c.,, 
indem er von der Fundamentalformel fiir Kettenbriiche **) 


see? U, (z) so Te 


(12) _#ti n+1 


Lae =e 1 (2) V, (2) 





Gebrauch macht. Entwickelt man namlich ee in eine Potenzreihe 
l e a+1 

— D> — ;» 80 ist a,, > 0, da das Polynom V,, , (z) V,,(z) allen Voraus- 

Zz ea® z 

setzungen des Laguerreschen Hilfssatzes geniigt. Andererseits folgt aber 

aus (12), indem man die Potenzreihenentwicklung (7) der Naherungs- 

briiche K, (z) beriicksichtigt, 


( ( 
Cap — Coy = (— 1)" Og +++ Gn+14ar—en 
fiir y>n; also, da auBerdem «, a —t, >0, ..., —@np4,>0 ist, 
en? ... of” -0 fir »>n. 


Nun ist aber nach Formel (2) der Einleitung 


in +m) «a : . 
Cy = Cy, fir n+ m>r+1, 


also, mit Riicksicht auf die Abschatzung (3) 


+ m) k 
(13) Coo Kee  S..- SO Sie S&S —(29)!, 


= o2r 
wie behauptet wurde. 


Aus der Summendarstellung (10) fiir die Koeffizienten ¢,” folgt ferner, 
da8 die quadratische Form 


n 
(nm) 


me. ' (n) / 3 (n)\" (n)\" +1 , 

Cyn Xo + 2Csr+1%_%, + Cer 43% = 2 MU: \ iq (4, ) +a, (a )” ) 
x= 1 

positiv definit, und damit ihre Determinante 


(m) _ (mn) ait (n) 2 0 


ty Cor+e2 Covei1) => 


ist. Dies ergibt aber fiir c®,, die Abschatzung 








(14) |e@i< Verret < - a ae 
1 2v+1 = 1 2r+i . , 
<kyi+ tei) (2y +1)! <kV2 () (2y-41)!, 
wenn man die Abschitzung (13) fiir die c,”’ beriicksichtigt. 
Wegen (2) wird nun aber 
= e,—¢.” » 
v(t)—9,(t)= 3 "" 


3) Vgl. Perron, Lehrbuch, 8. 16 u. 378. 
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also erhalt man fiir |¢| << 9 — 6, indem man die Abschatzungen (3), (13) 
und (14) benutzt, 


| v(t) 











oe”) lel+le"l 





i 6)” 


ome 


< k( et = k(1+ V2) (*—*) "5 


‘. 
vr=2n 

Diese Differenz kann aber, indem man m nur groB genug wahlt, unab- 

hangig von ¢ beliebig klein gemacht werden, und damit ist gezeigt, dab 

die Folge der Funktionen v,(¢) mit wachsendem n fiir |¢| << 9 — 6 gleich- 


maBig gegen v(t) konvergiert. 


§ 2. 
Wir kommen jetzt zu dem Beweise des in der Einleitung erwahnten 
funktionentheoretischen Hilfssatzes; das heiBt, wir wollen zeigen, daB eine 
beliebige fiir |¢| < @ konvergente Potenzreihe 


= 3's, 4 = Sir (t=o+ ir), 


r=0 
deren Sicitaesisbinahiiitia C,, (vgl. Formel (5)] samtlich positiv 
sind, sich in dem ganzen Streifen — 9 + 6<0< 0 — 6 fortsetzen laBt. 
Beweis: Da nach Voraussetzung die Potenzreihe v(t) den Kreis 
|¢|—=@ zum Konvergenzkreis besitzt, so ist nach bekannten Satzen 


(3’) \b,|S—~—, || << —** 
(e-4) (e-3) 
wo k eine passend gewiahlite Konstante bedeutet. 
Die Funktion v(t) erfiillt daher die gleichen Voraussetzungen wie 
die Funktion (11) des § 1, nur daB die Abschitzung (3') an Stelle von (3) 


tritt. Es folgt daher aus den Ausfiihrungen des vorigen Paragraphen, daB 
eine Folge von Funktionen 








‘) = 7 im) gtx! 

2 | 

existiert, die fiir |z|< @ — 6 gleichmaBig gegen v(t) konvergiert. Die 4) 

ergeben sich als die wegen OC, > 0 reellen einfachen Pole der Naherungs- 

briiche K,(z) des mit S(z) assoziierten Kettenbruches K(z), die M, _ 

als die wegen C,, > 0 positiven Residuen von K,(z) an den Polen z = =. 
Der Beweis unseres Hilfssatzes stiitzt sich auf einen oft angewandten 

Satz von Stieltjes iiber konvergente Folgen analytischer Funktionen **‘): 


4) T. J. Stieltjes, Recherches sur les fractions continues, Ann. de la fac. de- 
sciences ‘de Toulouse 8 (1894), S. 50—61. 
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Es sei eine unendliche Folge analytischer Funktionen v,(¢) vorgelegt, 
die im Innern eines Bereiches 2 dem absoluten Betrage nach unterhalb 
einer festen gemeinsamen Schranke bleiben. AuSerdem konvergiere in 
einem Teilbereiche Q’ von Q die Folge der Funktionen v, (t) gleichmaBig 
gegen eine analytische Funktion v(t). Dann ist die analytische Funk- 
tion v(t) in jedem ganz im Innern von 2 gelegenen Bereich 2* regular, 
und die Funktionen v,(t) konvergieren in 2* gleichmaBig gegen die Funk- 
tion v(t). 

Um diesen Satz zum Beweise unseres Hilfssatzes anwenden zu kénnen, 
ist nur noch nachzuweisen, da8 die Funktionen v,(t) unseres Hilfssatzes 


in dem Bereiche — 9 +- . <ose-— . dem absoluten Betrage nach 
unterhalb einer gemeinsamen festen Schranke G bleiben. Dann folgt unser 
Hilfssatz unmittelbar aus dem Stieltjesschen Satze. 

Wir zeigen zunichst, daB die Funktionen v,(¢) samt ihren Ablei- 
tungen v,’(t) fiir rein imaginare Werte tit unterhalb einer festen 
Schranke bleiben, die nur von y, aber nicht von und rt abhingt. Wegen 
(9), (10), (18) und (3’) erhalt man 

n he (n ir 
viz) = SM (am) ede! 


x=1 





(15) lot” (ix)| < SM (a)”” — o< k a 
mer (e-3) 


da M\” > 0 ist. Ebenso findet man 


n 
\o2’*” (éx)| <)> ee a |"; 
x=1 


aus der Schwarzschen Ungleichheitsbeziechung und der Abschatzung (14) 
in Verbindung mit (3’) ergibt sich endlich 





n n 
| w2"* (¢r) | <V> are > aay’ 

x=1 x=1 

< Versa, < Nae 
4 

Es sei jetzt t=—o- it ein beliebiger Punkt des Bereiches 
—o+ ; <o<e- A dann erhilt man, wenn man v,(o--ir) in eine 
Taylorsche Reihe entwickelt, auf Grund der Abschiatzungen (15) und (16) 


(16) 
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(e-3) 
ee 


YZ on(ir) <> 
r¥=0 vy=0 


|v, (¢) |= 








v! |e er)| 








Somit bleiben also die Funktionen v, (¢) im Streifen — 9 + : <oso- ; 
dem absoluten Betrage nach unterhalb einer festen von m und ¢ unab- 
hangigen Schranke G — k V2 <e= 4 konvergieren also nach dem Satze von 
Stieltjes gleichmafig in dem Bereiche — 0+ dS 050 —4, |t|<R fiir 
jedes noch so groBe positive R gegen die dort analytische Funhtion v(t). 

Aus der Abschaitzung 





(17) |v, (t)| <4 
folgt endlich fiir denselben Bereich auch 
(18) jv(t)|/oG@. 


Damit sind alle Behauptungen des Hilfssatzes bewiesen. 


Zusatz: Sind aufer den aus den Koeffizienten c, = ¥v!b, gebildeten 
Determinanten C,, auch sdmtliche Determinanten 


Gi? Ges i a | 
Cy, Cs, ’ Om +4 

B= AP ee PET eee > ®, 
Com» Cuts = <a Com—1 





80 existiert, wenn wieder mit o der Konvergenzradius der Potenzrethe (11) 
bezeichnet wird, die durch diese Reihe dargestellte Funktion v(t) in der 
ganzen Halbebene o <0 — 6 und bleibt dort kleiner als eine feste von t 
unabhangige Grépe. 

Obgleich im folgenden von diesem Satze kein Gebrauch gemacht wird, 
soll hier sein Beweis kurz angegeben werden, da er an sich von Interesse 
erscheint. 

Beweis: Wie beim vorigen Beweise gezeigt wurde, lat sich wegen 
der Voraussetzung C,, > 0 fiir alle m in dem Streifen —0+d<ole—4 
die Funktion v(t) als Grenzwert der konvergenten Folge von Funktionen 


~ . (nm) 
v, ( t)— S’ M” e** t 


x=1 
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darstellen. Nun folgt aber nach bekannten Satzen'*) aus der Voraus- 

setzung B, > 0 fiir alle m, daB die Naherungsbriiche K,(z) des mit der 

Potenzreihe S(z) assoziierten Kettenbruches nur fiir positive Werte von z 

Pole haben kénnen. Da ferner, wie oben gezeigt wurde, die Stellen z = 4” 

gerade die Pole von K,(z) sind, so ist 4” >0 fir alle n und alle x. 
Man erhilt also fiir o< 0 wegen MS” > 0 


|v, (t)| <u <> ue = Cy. 
x=1 x=1 
Die v,(t) bleiben also in der ganzen Halbebene o < 0 unterhalb 
einer festen von nm und ¢ unabhingigen Schranke, und daraus folgt die 
Behauptung des Zusatzes unmittelbar unter Benutzung des Stieltjesschen 
Satzes. 


§ 3. 
Der Nachweis, daB der mit der Potenzreihe S(z) assoziierte Ketten- 
bruch K(z) fiir y>64 gleichmaBig gegen die Funktion 


—te 


(19) f(z) = f v(t)e~ "dt. 


konvergiert, bereitet nun keine Schwierigkeiten mehr. 

Zunachst folgt aus der Abschitzung (18) fiir v(t), die lings des ge- 
samten Integrationsweges des Integrals (19) gilt, daB das Integral (19) 
fir y> 6 absolut und gleichmaBig konvergiert. 

Andererseits war nach Formel (8) 


—ta 


K, (2) = fv, (t)e7 “dt. 


Es soll nunmehr gezeigt werden, daB zu den beiden vorgegebenen be- 
liebig kleinen Zahlen ¢ und 3 eine Zahl N von der Beschaffenheit be- 
stimmt werden kann, da8 fiir y> 6 und alle n> WN 

(20) \f(z)— K,(2)| Se 

wird. Es ist 


-R -e 
\ f(z) — K,(2)| Sf |o(ée)—w, (sx)| er?de + J (|o(ér)| + |v, (62)| ered. 
Zunachst werde R so groB gewahit, dab 


<2 -Réd 
ré ae or +.3 
fe dt = ; S36 


5) Vgl.z. B. Stieltjes, |. c. Anm.™) S. 10—12, oder Perron, Lehrbuch, S. 393-396. 
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wird, wobei R nur von ¢« und 6 abhingt. Dann wird auf Grund der 
Abschitzungen (17) und (18) 


(21) f(|v(in)| +] a, (ix) |Jerdr Ske. 
-R 


Jetzt wahle man eine hinreichend groBe Zahl N = N(e, 5), die nur 
von « und 6 abhingt von der Beschaffenheit, daB fir 0 >1>—R 
|v(ir) — 0, (8e)| <5 
ist; dann erhalt man 


-R 
(22) J |v(ir) —, (iz)lertdr<e. 
0 


Nunmehr folgt (20) fiir n > N = N(e,d) aus (21) und (22). 


Entsprechend zeigt man, daB fiir y< — 6 die Naherungsbriiche K, (z) 
gleichmaBig gegen die Funktion 


f*(z) =f v(t)e-dt 

konvergieren. 

Es ist fiir y>0, wie aus der Partialbruchzerlegung (7) fiir K, (z) 
unmittelbar hervorgeht, 
(23) K, (x — iy) = K, (x + iy), 
wenn mit A, (x+y) der zu K, (z+ iy) konjugiert komplexe Wert 
bezeichnet wird. Aus (23) folgt aber 

f* (x —iy) = f(«+iy). 


Damit ist der in der Einleitung angegebene Konvergenzsatz fiir 
Kettenbriiche vollstandig bewiesen. 


§ 4. 


Aus den Siatzen des Kap. III der Grommerschen Dissertation**) 
folgt, da8 sich f(z) fir y> 6 durch ein Stieltjegsches Integral 
+o 
d® (w) 
“£—% 


(24) f(z) = 


-= 


darstellen laBt, wobei mit @(u) eine reelle, nirgends abnehmende 
Funktion von wu bezeichnet ist. 





6) Dissertation S. 134—143. 
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Fiir y < 0 findet man wegen f* (x + iy) —/(z — iy) gleichfalls 


$ 
(25) f*(2) = {4 —- 


Die Darstellungen (24) und (25) lassen erkennen, wann /*(z) die 
analytische Fortsetzung von f(z) ist: naémlich dann und nur dann, wenn 
ein Intervall a < u <b existiert, in dem d®(u) identisch verschwindet. 

Denn in diesem Falle lassen sich die Integrale (24) bzw. (25) in 
der Form schreiben 





oo __ { ao(w) , (ao(w) i 
fiz)=f ~~ +f a fir y>0, 
(26) es 
d@ dd 
p(s) — [24 few fir y<0. 
-@ b 


Da ferner die Integrale (26) in den Vertikalstyeifen a-+-d< 2b — 36 
gleichmaBig konvergieren und in diesem Gebiete regulire analytische 
Funktionen darstellen, so erweist sich {*(z) als diejenige Funktion, die 
man erhalt, wenn man f(z) langs des Intervalles a4+-d<c2x<b—34 
iiber die Ebene der Zahlen mit positivem Imaginérteil hinaus fortsetzt. 

Die angegebene Bedingung ist aber auch notwendig dafiir, daB f(z) 
und f*(z) dieselbe analytische Funktion darstellen; denn nach einem Satz 
des Herrn Grommer’’) folgt aus 


lim [ f(z + ty) — f* (x — éy)] = v(x) fir a<a2<b, 
y=0 


da8 ®(u) in dem Intervall a< u<b differentiierbar, und zwar daB 


d@(xz) (zx) 
dx ~=—s 2x’ 








ist. 
Ist nun f*(x—iy) fiir y>O die analytische Fortsetzung von 


f(z-+-ty) lings des Intervalles a<2<b, 80 ist in diesem Intervall 
y(z)=0, also auch d®(z)=—0. W.z. b. w. 


Zum Schlusse noch eine kurze Bemerkung iiber eine letzte, vierte Dar- 
stellung der Funktion f(z). 


Da f(z) die durch Borelsche Summation der Reihe S(z) gebildete 


*”) Dissertation, S. 148—150. 
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Funktion ist, so lat sie sich nach Satzen der Herren Pincherle**), Horn”) 
und Nérlund**) in eine Fakultitenreihe entwickeln von der Form 


(27) f(2)= > a a 
v=1 


z(2+1t@)(z2+2iw)...(2+(r—1)t@)* 





Hierbei ist w eine positive Konstante, die sich nach einem Satze von 
Herrn Nérlund*) so bestimmen la8t, daB die Reihe (27) in der Halb- 
ebene y > 6 gleichmaBig konvergiert. 

Die a, sind in einfacher Weise durch die c, bestimmt; es ist namlich 


Y 
y 

a, = > Vr Cy 
x=1 


y 
¢> = » : 
x=1 


Hierbei sind die y,, bzw. I, Konstanten, die nur von w, aber nicht von 
der speziellen Wahl der c, bzw. a, abhingen und fiir die sich leicht 
explizite Formeln angeben lassen. 

Hiermit sind fiir die Funktion f(z) vier fiir y>6 gleichmaBig kon- 
vergente Darstellungen gefunden: erstens durch den Kettenbruch K (z) 
der Formel (1), zweitens durch das Borelsche Integral (4), drittens durch 
das Stieltjessche Integral (24), viertens durch die Fakultatenreihe (27). 
Endlich la8t sich f(z) noch durch die Potenzreihe S(z) im Winkelraum 
6 < argz <a — 6 asymptotisch darstellen 


18) Pincherle, Sur les fonctions déterminantes, Ann. scient. de I’éc. norm. sup. 
22 (1905), S. 1—68, vgl. insbes. 8. 50—57. 

%*) J. Horn, Fakultatenreihen in der Theorie der linearen Differentialgleichungen, 
Math. Ann. 71 (1912), S. 510—532. 

*) Nérlund, Sur les séries de facultés, Acta math. 87 (1914), S. 327—387. 

21) 1. o. Anm.*) S. 371. 


(Angenommen November 1919.) 











Bemerkung zu der vorstehenden Abhandlung: Uber die 
Konvergenz eines mit einer Potenzreihe assoziierten 
Kettenbruches von H. Hamburger in Berlin. 


Von 
F. Bernstein in Géttingen. 


Die Resultate der vorstehenden schénen Arbeit von H. Hamburger 
decken sich im speziellen Fall mit den Ergebnissen der von mir im 28. Bd. 
des Jahresberichts der deutschen Mathematikervereinigung 1. bis 6. Heft, 
1919 verdffentlichten Arbeit: Die Ubereinstimmung derjenigen beiden 
Summationsverfahren, welche von T. J. Stieltjes und E. Borel herriihren'). 
Das gegenseitige Verhaltnis beider Arbeiten, welche in ihrer Verallge- 
meinerungsrichtung auseinandergehen, wird unter Benutzung der Bezeich- 
nungen meiner Arbeit durch folgendes Schema gekennzeichnet: 


I II 
Obereinstimmung der Summations- Ubereinstimmung der Summations- 
verfahren unter Voraussetzung von verfahren unter Voraussetzung von 

l. x=1 1 O0O<x%< 2%) 
_ _ 2 A,>0. 2. A,>0, B,>0. 





*) Am Schlu8 meiner Arbeit befindet sich, wie mir Herr Hamburger freundlichst 
mitteilt, ein kleines Versehen. Dieses 148t sich aber durch folgende Bemerkung be- 
=a g—1 Pa ( 


seitigen: Die Funktionen e 0 <x < 2) konvergieren gleichmaBig fiir 


in, 4 z 
sdmtliche 4>0 gegen e~* * PF (a), da die 8, wr in jedem endlichen Intervall 


4, 24>0 gleichmaBig gegen F, (4) konvergieren und iiberdies fiir alle 4 > 0 unterhalb 
einer von » unabhangigen Schranke liegen. Damit sind die Operationen (62) bis (65) 
legitimiert. UObrigens ist fir «=1 die Borelsche Schreibweise der Laplaceschen 


Transformation fe-*Pat)dt von vornherein, um den AnschluB an (36) zu wahren, 
0 


konsequent durch fe** Fada zu ersetzen. 
0 


*) Es la8t sich, wie mir Herr Hamburger nachtriglich mitteilte, der Grenzfall 
x = 2 durch eine einfache Transformation aus seinem Resultat ableiten. 
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Ill 
der beiden Arbeiten gemeinsame Fall: 
l. x=] 
2. A,>0, B,>6. 

I ist die Arbeit von Hamburger, II entspricht meiner Veréffentlichung. 
(A, und B,*) bedeuten die bekannten Stieltjesschen Determinanten, x ist 
der Le Roysche Summationsindex. ) 

Beide Verallgemeinerungen haben ihr besonderes Interesse, die von 
Herrn Hamburger fiir die von — oo bis + oo erstreckten Stieltjesschen 
Integrale, die von mir herriihrende fiir das in der Einleitung daselbst 
genannte Problem (Positivitaét der Fourierintegrale). 





’) Fiir A, und B, ist in der Hamburgerschen Arbeit C,, und B,, geschrieben. 


(Angenommen 15. 4. 1920.) 











Uber Folgen analytischer Funktionen’). 
Von 


Julius Wolff in Groningen. 


Das WeierstraBsche Theorem iiber Folgen analytischer Funktionen 
hat in mancher Hinsicht Verallgemeinerung gefunden. So bewies Osgood’), 
da8 eine Folge von in einem Gebiet G analytischen Funktionen gegen eine 
in G analytische Funktion konvergiert, wenn die Folge in jedem abge- 
schlossenen Teilgebiet gleichmaBig beschrankt ist und auBerdem Konver- 
genz stattfindet in einer in G@ iiberall dichten Punktmenge. Darauf be- 
wiesen Vitali*) und Porter‘), daB es, bei der genannten Annahme iiber 
die gleichmaBige Beschranktheit, geniigt, Konvergenz vorauszusetzen in 
einer Punktmenge, welche sich im Innern von G@ hauft. Carathéodory 
und Landau®) entdeckten weit allgemeinere Sitze, z. B. haben sie gezeigt, 
da8 man im Vitalischen Satze die gleichmaBige Beschrinktheit durch 
folgendes ersetzen darf: um jeden Punkt von @ kann man einen Kreis 
beschreiben, in dessen Innerem alle Funktionen der Folge zwei feste Werte 
ausschlieBen. Und Blaschke*) hat den Vitalischen Satz verallgemeinert, 
indem er zeigte, daB es, falls G ein Kreis mit dem Anfangspunkt als 
Mittelpunkt ist, geniigt, die gleichmaBige Beschrinktheit der Folge in G und 


die Konvergenz in einer Punktfolge z,,z,,... mit TT \z,| =( voraus- 
zusetzen. ; 


*) Siehe die referierende Note in den Comptes Rendus vom 29. September 1919, 
sowie den ausfiihrlicheren Aufsatz, der in den Amsterdamer Berichten erscheinen 
wird, und in welchem auBer dem Ergebnis der vorliegenden Arbeit eine Reihe ver- 
wandter Resultate hergeleitet wird. 

*) Annals of Mathematics (2) 3, Oct. 1901, S. 26. 

*) Annali di Matematica (3) 10, (1904), S. 65. 

*) Annals of Mathematics (2) 6, (1904—05), S. 45 u. 190. 

*) Sitz.-Ber. der K. Pr. Ak. der Wiss. 82 (i911), S. 587. 

*) Leipziger Berichte 67 (1915), S. 194. 
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Alle diese Theoreme liefern Folgen, die in jedem abgeschlossenen 
Teilgebiet von G gleichmaBig konvergieren. Wie Montel’) gezeigt hat, 
gibt es Folgen analytischer Funktionen, welche gegen eine analytische 
Funktion konvergieren, ohne dies aber in jedem abgeschlossenen Teilgebiet 
gleichmaBig zu tun. Die zitierten Theoreme liefern also Bedingungen, 
die zwar hinreichend, nicht aber notwendig sind. Bei einer konvergenten 
Folge von analytischen Funktionen ist die sogenannte Quasi-Uniformitat 
der Konvergenz eine notwendige Bedingung fiir den analytischen Charakter 
der Grenzfunktion. Sie ist aber nicht hinreichend, wie Montel*) zeigte, 
indem er ein Beispiel einer konvergenten Folge analytischer Funktionen 
konstruierte, wobei die Grenzfunktion zwar stetig, nicht aber iiberall ana- 
lytisch ist. Sofern mir bekannt, ist bis jetzt eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung nicht gegeben worden. Eine solche wird im folgenden 
Satze ausgesprochen, welcher vielleicht noch mehrerer Transformationen 
fahig ist und dieser auch bedarf, wenn er eine erhebliche Einsichtsver- 
tiefung bringen soll, 

Es sei f/,(z), f,(z), ... eime Folge von Funktionen, die sich in einem 
Gebiet G analytisch verhalten. In jedem Punkt von @ konvergiere die 
Folge und f(z) sei die Grenzfunktion. Man betrachte die Funktionen 
dreier Veranderlicher 
_fa(@)— felt) _ fa(¥)—fa() 


(1) y,, (2%, Y,2)> a2-z y—z 


> 


wo die Werte x,y,z dem Gebiete G angehéren. Der erste bzw. zweite 
Bruch ist durch f,(z) zu ersetzen, wenn x bzw. y mit z zusammenfillt. 
Dann ist y,, eine analytische Funktion von 2, y und z, und wenn man 
nicht gleichzeitig =z und y+2z oder +2 und y =z hat, so gilt 

‘ : f (x)—f (2) y)—f(z) ; 

(2) lim y, (@, y, 2) = AC a — A=LE) _ y(z, y, 2). 


a=>@ 


Wenn aber z, y und z alle drei zusammenfallen, so ist yw, (2, y, z) 
gleich Null fiir jedes n, also auch 
(3) lim y,, (%, y, 2) = 0. 

Ersetzt man im Falle, wo die Funktion f(z) sich in G analytisch 
verhilt, in (2) den ersten bzw. zweiten Bruch durch f’(z), wenn 2 =z 
bzw. y=z, so kommt eine analytische Funktion w(z, y,2z) zustande. 

Wir behaupten nun: Hine notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, daB f(z) sich in G analytisch verhalte, ist die quasi-uniforme 
Konvergenz der Folge der w, (x,y,z) auf jeder beschrankten und abge- 


*) Thése und Bull. des Sc. Math. (2) 80. 
*) Bulletin des Sc. Math. (2) 80 (1906), S. 189. 
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schlossenen Punkimenge E(x, y,z), wo x, y,z Punkte von G sind und 
nicht gleichzeitig x =z, y +z oder gleichzeitig x+2, y =z stattfindet. 

Die Bedingung ist notwendig. Wenn wir uns namlich zwei beliebige 
positive Zahlen «, N vorgeben und auf Z einen beliebigen Punkt (z, y, z) 
wahlen, so gibt es, wegen der Konvergenz der Folge y, auf F gegen die 
Funktion y, eine natiirliche Zahl « > N, fiir welche 


(4) |vu(z, y,2)— (2, ¥,2)|<5- 

Wegen der Stetigkeit von wy, und yw gibt es eine Zahl 6, so dab 
(5) | wp(a’, y’, 2’) —p(2’,y’, 2’)| <e, 
wenn nur |z — 2’| <6, |y—y’| <6 und |z—2| < dist. Jedem Punkt 
von £ entspricht also eine Umgebung und eine natiirliche Zahl « > N 
in der Weise, daB in jedem Punkt, der Z und dieser Umgebung ange- 
hért, gleichzeitig 

limy,=y und |y,—y|<e 

stattfindet. sales 

Man kann nun £ durch eine endliche Anzahl dieser Umgebungen 
iiberdecken, da ja HZ beschriankt und abgeschlossen ist. Hieraus folgt 
aber, daB man aus einer endlichen Anzahl von Indizes > N in jedem 
Punkt von Z ein uw wahlen kann, wofiir | y, — y|<#, womit die quasi- 
uniforme Konvergenz der Folge der y, auf EZ gezeigt ist. 

Die Bedingung ist hinreichend. Ist nimlich z ein beliebiger Punkt 
von G, so betrachte man in G@ zwei beliebige Punktfolgen z,, z,, ..., %, + 2, 


limz,=2z und y,,¥,,---,¥,+2, limy,=z. Im _ dreidimensionalen 
k=@ k= 


Raume (z, y, z) betrachte man die beschrinkte und abgeschlossene Punkt- 
menge E, welche aus den Punkten (z,, y,,2) und dem Haufungspunkt 
(z, z, 2) besteht. Da auf HZ die Folge der wy, quasi-uniform gegen wy kon- 
vergiert, so hat man 


(6) lim y(2,, ¥,» 2) = y(z, 2,2) = 0. 
k=@ 


Gibt es nun eine Folge (z,) in G, fiir welche die Zahlenfolge 


y (z,)= Manat beschrankt ist, so kann man aus (z,) eine Teilfolge (€, ) 


auswahlen, fiir welche lim P(E, ) besteht und endlich ist. Fiir jede Folge (y, ) 


mit der einzigen Hiaufungsstelle z nahert sich dann, wegen (6) und wegen 
v (E> Ye» 2) = (,) — v(y,), P(y,) derselben Grenze, also ist f analytisch 
in z. 

Da8 aber g(x.) sogar auf jeder Folge (z,) beschrinkt sein muB, 
erhellt wie folgt: Im entgegengesetzten Falle kénnte man einen Punkt z,, 
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wahlen, fiir den n, >1 und | y(2q,) — y(x,)| >1, ferner einen Punkt Zn,» 
fir den n, > n, und | ~(2,,)— y(%_,)| > 1, usw. Die beiden Folgen 


= 2%, f, = 2a; &, = Bn» «+> 
und 


Ty =n» Na = Fn» Ne = Fu, --- 
hitten dann z zur Hiaufungsstelle, und fiir jedes k& hatte man 


| (&,) — p(m,)| =! (é,. m,,. 2)| >1, was (6) widerspricht. Hiermit ist 
unser Satz bewiesen. 


Groningen, im Oktober 1919. 


(Angenommen Oktober 1919.) 











Uber partielle und totale Differenzierbarkeit von 
Funktionen mehrerer Variabeln. II.’) 
Von 


Hans Rademacher in Berlin. 


IV. Tangentenebenen und Inhaltsma8 krummer Flachen. 


10. Dem allen unseren weiteren Uberlegungen zugrunde liegenden Satz I 
kann man noch eine wichtige geometrische Deutung geben. Es sei f(z, y) 
eine im Gebiete G den Bedingungen jenes Satzes geniigende Funktion. Durch 
die Gleichung 

eng f (z »Y ) 
wird eine iiber G sich hinstreckende krumme Flache S dargestellt. Ist 
ferner (2%, y,) ein Punkt totaler Differenzierbarkeit von f und sind z(s) 
und y(s) zwei differenzierbare Funktionen des Parameters ¢, die fiir s = s, 
die Werte x, = 2(8), Yo = y(8) annehmen (wie in § 5), so wird durch 

za=2(8), y=y(s), z=—f(z(8), y(a)) 

eine auf S liegende durch den Flachenpunkt (z,, y,, f(2%), Y¥)) gehende 
Kurve C dargestellt. Nach (32) ist dann 


1, . af (2(8), y(8))! P 8 f (to. Yo) , 8 f (xo. Yo) 
2 (44) — LEV OD)) at m) Le. + 9’ (g,) Liem 


Das bedeutet aber geometrisch, daB die an C in (2, ¥), 2) gezogene 
Tangente: 

(@ — %) : 2" (8) =(y — Yo)?’ (8) = (2 — 2%) = 2 (8) 
fiir alle beliebigen C (d. h. fiir alle Zahlenpaare x’(s,), y’(8,)) stets in 
der Ebene 


\8=8e@ 


6 f (0, Yo) 
ey 
*) Der erste Teil der Arbeit ist in diesen Annalen 79 (1919), S. 340—359 erschienen. 


Im einzelnen sind Verweisungen auf jene Abhandlung unterlassen worden, da Siatze, 
Formeln. Paragraphen weiternumeriert und die Bezeichnungen beibehalten sind. 


Z— % = (2 - wry) 2 LC Se» to) +(y¥ — Yo) 


> 
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der Tangentenebene von S in (z,, y,), liegt, deren Existenz damit fest- 
gestellt ist. Da (2, y)) beliebig in Z* gewahlt werden darf, so gilt der 

Satz VII. ine den Bedingungen des Satzes 1 geniigende, a fortiori 
also eine der Lipschitzschen Bedingung 
(43) | fier, Fle ¥)| — yy [fe w)— F(z)! — yy 

| %,— 2, ¥1— Ye 
gentigende Raumflache 
z= f(z, y) 
besitzt in einem mafgleichen Kern ihres Definitionsgebietes G eine Tan- 
gentenebene. 

Dieser Satz ist die mehrdimensionale Verallgemeinerung des grund- 
legenden Lebesgueschen Satzes, daB jede der Lipschitzschen Bedingung 
geniigende ebene Kurve z= f(z) in einem maSgleichen Kern ihres Defi- 
nitionsintervalls eine Tangente besitzt. 

11. Dieses Ergebnis erlaubt es nun, die elementare Definition des 
Flicheninhaltes, wie man sie fiir Flachen mit stetig sich drehender Tan- 
gentenebene gibt, auch auf Flachen auszudehnen, die nur (43) geniigen. 
Wir definieren: 

Der Inhalt einer iiber dem Quadrat Q sich hinstreckenden*) Flache 
z=f(z,y), die der Lipschitzschen Bedingung (43) geniigt, ist der Limes 
des Inhaltes einer Folge von Polyedern, die sich gleichfalls schlicht tiber 
Q hinstrecken, und die so beschaffen sind, daB ihre Ecken auf der Fliache 
liegen, daB die Polyederfolge gegen die Fliche konvergiert und da8 die 
Neigungen der Polyederebenen gegen die Neigungen der Tangentenebenen 
der Fiache, wo diese existieren, konvergieren. Dabei sollen die Polyeder 
der Lipschitzschen Bedingung geniigen, und zwar gleichmaBig, d. h. mit 
einer fiir alle geltenden Konstanten M’. 

Wir zeigen, daB der so definierte Limes stets existiert, indem wir 
ihn berechnen. Es sei etwa 


apne P,, (2, y) 
die analytische Darstellung des n-ten Polyeders. Sein Flacheninhalt ist 
nach elementaren Uberlegungen gegeben durch 


1.~ffVi+ B+ CB )aoas 


P . s.. « 2 
wo —" und % in jener Nullmenge der zy-Ebene (sie besteht aus der 








*) Die folgenden Uberlegungen andern sich nicht, wenn statt Q ein quadrierbares 
Gebiet zugrunde gelegt wird. 
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Projektion der Kanten des Polyeders auf diese Ebene), wo die Ableitungen 
nicht existieren, die vorderen Derivierten bedeuten médgen. Die p, (zx, y) 
sollen ferner der Lipschitzschen Bedingung 





| P, \%1> ¥)—P, 2 rice’. | Py (> th) —P p, (2, Ye) <M’ 
2, — 2%, 7 Y ye en 
oder, was auf dasselbe herauskommt, 
é . lé 
(44) \Pul< my’, |Pal< 
| ox |= | Cc = 





geniigen, wo M’ eine von x, y und m unabhingige Zahl ist. In dem 
maBgleichen Kern E* von Q soll gelten 
(45) lim 2 fhm Se 

at ox mee OO oy 
Nach einem Konvergenzsatze der Lebesgueschen Theorie ist dann, da die 
Integranden beschrankt bleiben: 


tim {JV + Ge (z )+ Gay deay— [fVi+| at) 4 +( ty dzdy. 


Es existiert also der Inhalt J der Flach 
J = lim J,, 


r=@ 


i= fJVr+ (ZY + (2) auc 
v 
analog zu der fiir stetige partielle Ableitungen bekannten Formel. 

12. Zu Flachen der in § 11 behandelten Art existieren nun stets 
Folgen von Polyedern mit den durch die Definition geforderten Eigen- 
schaften, und zwar kann man solche auf besonders einfache Weise als 
Dreieckspolyeder konstruieren. Zu diesem Zwecke werde namlich in Q 
eine Folge von Dreiecksnetzen angegeben, deren jedes aus endlich vielen 
Dreiecken besteht. Die Maximalseitenlange soll in der Netzfolge gegen 
Null konvergieren. Ist ferner d der ,,.Durchmesser‘, d. h. die gréBte Seite 
eines Dreiecks, und 6} seine ,,Breite“, d. h. seine kleinste Hohe, so sollen 
alle Dreiecke aller Netze noch der Bedingung 


(46) + <yt 


unterworfen sein, wo m« eine feste, von n. unabhingige Zahl bedeutet”). 





und zwar ist 


8) Diese Beschrankung schlieBt, wie sich aus dem Folgenden mit ergibt, die 
Moglichkeit der Konstruktion jener Schwarzschen Folgen von Polyedern aus, die 
zwar gegen die Fliche konvergieren, deren Ebenenneigungen aber nicht gegen die 
Neigungen der Tangentenebenen der Flache konvergieren. 
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Zu jedem Dreiecksnetz konstruiert man nun das zugehérige Polyeder, 
indem man in den Eckpunkten jedes Dreiecks die Ordinaten der Flache 
errichtet und durch die Endpunkte dieser Ordinaten jene Dreiecke legt, 
deren Projektionen auf die zy-Ebene gerade die Dreiecke des Netzes sind. 
Ein solches Polyeder zieht sich schlicht iiber die xzy-Ebene hin, d. h. es 
wird durch eine eindeutige Funktion z = p, (xz, y) dargestellt. Die so ent- 
standene Folge von Polyedern konvergiert gegen die Fliche wegen der 
Stetigkeit der Flache und weil die Maximalseitenlinge der Polyeder gegen 
Null gehen soll. Es braucht also nur noch nachgewiesen zu werden, daB 
diese Polyederfolge auch (44) und (45) Geniige leistet, um die Anwend- 
barkeit unserer Definition sicherzustellen. 


13. Aus der Folge von Dreiecksnetzen greifen wir eines, etwa das 
nm-te, heraus und betrachten in diesem Netz ein Dreieck mit den Ecken 
P, =(2,,y,), Py =(%, ¥2), Ps =(%5, y,)- Es sei d, der gréBte Durch- 
messer der Dreiecke des n-ten Netzes und b’ und d’ seien Breite und 
Durchmesser des Dreiecks P,P, P,. Die Zahlen z,, 2,2, mégen sich 


anordnen lassen 
z 


lA 
lA 


1 x; ? 


wo nicht beidemal das Gleichheitszeichen gelten kann, also jedenfalls 
%,< 

ist. Durch den Punkt P, ziehe ich die Parallele zur y-Achse, die die 

Gegenseite P,P, im Punkte P, = (x,,y,) trifft (der eventuell mit P, 

oder P, zusammenfallen kann). Es ist somit 


a= 2, 
und 
” oe 4 SS 
(47) hs co, 
Im iibrigen ist noch 
(48) ly, — y| 20’. 


Es sei 
%=f[(%,%) a= f(%s Yo), % =f (%ss Ys); 

und z, sei die Ordinate desjenigen Punktes P, des Polyederdreieckes, 

dessen Projektion auf die zy-Ebene P, ist, also 

2, — 2, 


x 
z,—2, "1 Ts 


2%; 





(49) 4= 2,. 


3% 


In dem ausgewahlten Dreieck P, P, P, ist nun 





24—2, in op, (%; y) 
Ys— Ye ey 


? 
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é 
wo a auf dem Rande des Dreiecks die nach innen gerichtete Ableitung 2 
bedeute. Da nun 


} 


2, — z, %—z Ly — 2 %,—2, 
3.— ls pe 2 Zz eR beat 2, — 2 — | 3 | aa = (z —Z, 
2% | & — 2, at 2-2, % 2 | 2,—2 ~ %) —z, 3 2) 
< | , | 
= |% — Z,| + |2, — 2, SM (| 1%: — Yel rT |e L. ) 


T M(\y¥; — ¥2| + |%3 — % )<4Md’ 
ist, folgt unter Heranziehung von (48) und (46) 
| | a’ 
50) |*Po| i 2*/<4M =< 4M m. 
oy | —Ye 


Diese Abschitzung ist von m und von der Wahl des Dreiecks P, P, P, 

innerhalb des n-ten Netzes unabhingig, also ist (44) erfiillt. (Einem 

auf einem Dreiecksrande liegenden Punkt kommen ev. zwei in das Innere 
a 

benachbarter Dreiecke gerichtete Ableitungen as zu; da nun die Abschiatzung 


(50) fiir beide gilt, so geniigt jedenfalls die vordere Derivierte in jedem 
Punkte der Ungleichung (44), die ja fiir die vordere Derivierte aufgestellt 


. se ‘ ; ' ; , 
war.) Was hier fiir te bewiesen ist, kénnte man, indem man die Rollen 


von x und y durchweg vertauschte, ebenso fiir 7 beweisen. 

14. Es sei nun P, = (z,, yy) ein zu H* gehdrender Punkt, der im Innern 
oder auf dem Rande von P, P, P, liegt. Mit oh und fe bezeichnen wir 
kurz die partiellen Ableitungen von f(z, y) im Punkte P Zu zeigen ist 
noch, daB 
a. of, 
n=2 Ya Ye oy 


in der Folge jener Dreiecke P, P,P, aller Netze, in deren Innerem oder 
auf deren Rande P, liegt. 


Mit r,; mége die Entfernung V(a,— 2, i) +(%— y,)° ' bezeichnet werden 
fiir i.7=0, 1,2,3,4. Dann ist sunlebat fiir t=1,2,3, da P, in E* 


liegt, 
(51) 2=f(%. ¥;) =f(%o» Yo) + fe a, — %) + aly Y; — Yo) + Tio B,, 





wo R,-—-0 mit r,,—-0, also mit d,+0 oder n-+co. Wegen (49) ist 


__ %— 2 
% —~S"a—2, 





—— 


(2, — %) +o=e (4% — %), 


woraus durch Anwendung von (51) entsteht: 
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_ fa a } 
2,4 — B= a, —2,)-+Le(y, —y,)} + BE e(w,— 2) + L(y —m)} 
7 a2 (Tro R, init) Too R,) + sie (To R, ak Too R, ) 
oder 
4 —- = flees z, = (Ys: — Yo) +5 %, — = (y, — vo) } +B, 


wo unter R die Summe der beiden letzten Glieder der rechten Seite der 
vorigen Gleichung verstanden ist. Durch (47) erhalt man hieraus 


%—-%,= holy, = Ys ) +R. 
Nun ist 
2 — 2 %— 
R= z = Tio R, + a x, T30 R, — Teo R,, 
folglich 


R S10 R, | 1 Tso R, | > Teo R, <d'{|R,| + | R, | + | BR, |} =d'. R*, 
worin also auch R*-—+0 mit n-+co. Da ferner 
uly y,|>ub'> > a’ 
ist, so haben wir 
|Ril|<|y,— y.| lu R*, 
daher 
Sg "8 
Ys— Yo 
Das heiBt aber, es ist in P, und ebenso in allen Punkten von E* 


of, * . 
jy TOR, |\Pl <1. 


lim 22 == 2f 


ree ae Sh 





und eine entsprechende Gleichung gilt fiir of in E*. Die in § 12 kon- 


struierten Polyederfolgen geniigen also der Definition von § 11: die Flachen- 
inhalte der Polyeder konvergieren somit gegen eine Zahl, die wir den 
Flacheninhalt der Raumflache genannt haben. 

15. Diese Untersuchungen lassen sich auf Flichen ausdehnen, die in 
der Gaufschen Parameterdarstellung 


(52) r= p(u, v), =wy(u,v), 2=7(u, v) 

gegeben sind, wo (u,v) in einem Quadrat Q variieren médge und die 
y,y,x% der Lipschitzschen Bedingung geniigen‘). Ist (w,,v,) ein Punkt 
totaler Differenzierbarkeit von gm, y und zy gemeinsam und benennen wir 


y= Pty, Uy), Yo=V(Uy, %)> % = X( Ms UM)» 


*) Nach Herrn Lebesgue [Thése, Annali di Mat. (8) 7 (1902), S. 315] ist die 
angegebene Beschaffenheit der Parameterfunktionen notwendig und hinreichend da- 
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so liegen (nach Uberlegungen analog zu § 10) die Tangenten aller durch 
(2%, Yo» %) gehenden differenzierbaren Kurven der Flaiche in dem Gebilde 


Ww Y. n ) | u | 
(s—m)|*""*| 419 - yq)| ** "| + (2 — 2) |” P =°. 
Xu Xe | | Pu Pol Yu Ve 
Dieses stellt aber eine Ebene — die Tangentenebene — dar, wenn nicht 


alle drei Funktionaldeterminanten zugleich verschwinden. In der Menge 
der Punkte also, die zu solchen Parameterpunkten (u,v) gehéren, in denen 
totale Differenzierbarkeit von gy, y und x zugleich herrscht und in denen 
mindestens eine der Funktionaldeterminanten 

Diy.) Diy.z) Dtz.9) 

D(u,v)’ D(u,v)’ D(u,v) 
nicht verschwindet, besitzt die Flache (52) eine Tangentenebene. Von 
den Ausnahmepunkten behaupten wir nun, daB sie auf die xy-, die yz- 
und die zz-Ebene in Nullmengen projiziert werden. 

Um feste Vorstellungen zu haben, betrachten wir etwa die Projektion 
auf die zy-Ebene. Zunichst ist die Menge der (u,v), in der mindestens 
eine der drei Funktionen (52) nicht total differenzierbar ist, als Vereinigungs- 
menge dreier Nullmengen selbst eine Nullmenge. Eimer solchen aber ent- 
spricht durch die Abbildung z= (u,v), y= y(u, v) von der uv- Ebene 
auf die zy-Ebene nach Hilfssatz 1, § 7, eine Nullmenge. Ferner ist die 
Teilmenge der Raumfliche, in der alle drei Funktionaldeterminanten ver- 





. ° e 7 >) . . 
schwinden, enthalten in der Menge, in der nur eae verschwindet. Die 
Projektion dieser Menge auf die xy-Ebene ist das Bild jener Menge von 

Md D (py, y) 
Punkten (u,v), in denen Die-e) 


meBbar wegen der MeBbarkeit der Funktionaldeterminante. Héchstens in 
einer Teilmenge vom MaBe Null stellt in ihr die Funktionaldeterminante 
nicht das VergréBerungsverhiitnis dar; einer Nullmenge entspricht aber 
wieder eine Nullmenge der zy-Ebene. Es bleibt also noch die Menge 7 
der (u,v) zu betrachten, in der das VergréBerungsverhiltnis fiir die Ab- 
bildung von der uv-Ebene auf die ry-Ebene Null ist. Dieser Menge T 
entspricht aber eine Nullmenge 7"* als Bild in der zy-Ebene. Denn man 
kann bei beliebig vorgeschriebenem «> 0 zu jedem Punkt P von 7’ einen 
solchen Radius 9, bestimmen, da8 fiir jeden Kreis Kp um P mit kleinerem 
Radius als ¢,, 





verschwindet. Die letztere Menge ist 


-* 
m Kp 


—a— < € 
m Kp 








fiir, da8 jeder ebenen rektifizierbaren Kurve in Q eine rektifizierbare Raumkurve auf 
der Raumfliche entspricht. Herr Lebesgue nennt daher solche Flachen gleichfalls 
»tektifizierbar“, zeigt aber durch ein Beispiel. daB die Rektifizierbarkeit nicht der 
Flache an sich zukommt. sondern auch von der Wahl der Parameter abhangt. 
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ist, wo Kp das Bild von Kp sei. Mit abzahlbar vielen solcher Kreise K P. 
deren Radius je kleiner als Op ist, kann man aber 7 so iiberdecken, daB 


> mKp, <mT +e 


ist®), und da 7’* ganz in der Vereinigungsmenge der Bilder K P, der Kp 
liegt, so haben wir 


mT*< S'mKp <e>)mKp <e(mT +e), 
also : 
mT" —0 
wegen der Willkiirlichkeit von e. Wir haben also den 


Satz VIII. Jede durch die Gaufsche Parameterdarstellung 
z=Q(u,v), y=y(u,v), z=—7z(u,v) 

in einem Quadrat als Bereich der Parameter u,v gegebene Raumflache, 
deren Parameterfunktionen »,w,z der Lipschitzschen Bedingung geniigen, 
besitzt in jedem ihrer Punkte eine wohlbestimmte Tangentenebene aufer 
héchstens in einer solchen Menge ihrer Punkte, deren Projektionen auf die 
Koordinatenebenen des zyz-Sysiems Mengen vom Mafe Null ausmachen. 

16. Auch fiir diese allgemeinere Darstellung der Raumflache fiihren 
wir ihren Flacheninhalt als Limes der Flacheninhalte von Polyedern ein. 
Und zwar sollen diese Polyeder folgendermaBen beschaffen sein: sie sollen 
der Raumflache einbeschrieben sein, d. h. ihre Ecken sollen auf der Flache 
liegen, und sie sollen sich durch drei eindeutige Funktionen 


z=p,(u,v), y=q,(u,v), z=—t,(u, v) 


so darstellen lassen, daB 


(53) lim p,(w,v)= (u,v) usw., 


n=« 
und daS in einem mafSgleichen Kern von Q 


i, “pli 
(54) lim— =<" usw. 
Ow Ou 


ist (wo an den Stellen, wo die Ableitungen der Polyederfunktionen nicht 


é 
existieren, wieder die vorderen Derivierten unter a usw. zu verstehen 
sind) und da8 die p,, q,,, t, gleichmaBig in n der Lipschitzschen Bedingung 
geniigen. Eine Polyederfolge, die diesen Forderungen geniigt, konvergiert 





5) Vgl. z. B. Rademacher, Dissertation, S. 9, Satz II. 
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im 2yz-Raum gegen die Raumflache (52), und ihre Ebenenneigungen 
konvergieren gegen die Neigungen der Tangentenebenen, wo diese existieren. 

Sind dann &, , §,,, G,, die zum n-ten Polyeder gehérenden Fundamental- 
gréBen 1. Ordnung und Z, F, G@ die zur Flache gehérenden, so ist in einem 
maBgleichen Kern von Q 
(55) lim€,—Z, lim%,=F, lim G,=G, 

n=@ n=@ 


wobei die &,, %,, G,, als aufgebaut aus den gleichmaBig beschrinkten 


a 
GréBen ae usw. selbst gleichmaBig beschrinkt bleiben. Der Flichen- 
inhalt des n-ten Polyeders ist aber bekanntlich gleich 


J,=Sf VEG, — Fidudr, 
Q 


und es existiert wegen (55) und wegen der gleichmaBigen Beschranktheit 
der Integranden 


lim J, =lim ff VE, 6, — Fidudo— ff VEG— F*dudv, 
n=2 Q Q 


welche Zahl wir als den Inhalt der Raumflaiche bezeichnen. 
Da8 nun iiberhaupt Polyeder existieren, die durch drei eindeutige 


Funktionen 
t= p, (u,v), y= q,,(u, v), — t,, (u, v) 


mit den Eigenschaften (53) und (54) dargestellt werden, sieht man, indem 
man die Konstruktionen von § 12 auch hier anwendet. Man gibt dazu in 
dem Quadrat Q@ der wv-Ebene wieder eine Folge von Dreiecksnetzen an, 
die der Beschrinkung (46) unterworfen sind, und konstruiert zu jedem 
Netz die drei Polyederfunktionen p,,q,,1,, die bzw. am o,y und x 
ebenso gehéren wie oben das p, zu f. Es gelten dann zufolge der Uber- 
legungen von §13 und § 14 die Lipschitzsche Bedingung und die Gleichungen 
(53) und (54). 
Somit kénnen wir den Satz aussprechen: 


Satz IX. Jede in der Gaufschen Parameterdarstellung 
z= (2,0), y=y(u,v), 2z=7(u,0v) 


gegebene Flache, deren Parameterfunktionen der Lipschitzschen Bedingung 
geniigen (also jede ,,rektifizierbare Raumflache), laBt sich durch ein- 
geschriebene Dreieckspolyeder so approximieren, daB die Neigungen der 
Polyederebenen gegen die der Tangentenebenen der Flache konvergieren, 
wo diese existieren, und da fiir die Flacheninhalte J, der Polyeder 
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lim J, = ff VE@— F*dudv 
gilt®). re . 

Zusatz: Der so definierte Flacheninhalt der Raumflache ist invariant 
gegentiber einer eineindeutigen Parametertransformation u =u (s, t), 
v=v(8,t), die selbst der Lipschitzschen Bedingung geniigt. 

Der Beweis dieses Zusatzes ergibt sich sofort, wenn man sich des 
Determinantenausdrucks fiir EG — F* erinnert und Satz V und Satz VI 
heranzieht. Dabei ist noch zu beachten, daB eine der Lipschitzschen 
Bedingung geniigende Funktion g(u, wv) durch eine der gleichen Bedingung 
geniigende Transformation wieder in eine Funktion von der gleichen Eigen- 
schaft iibergeht, wie in § 8 bewiesen ist. 


17. Anstatt den Inhalt der ganzen zu Q gehérenden Fliche anzugeben, 
kann man natiirlich genau so den Inhalt einer ihrer Teilmengen R definieren 
und berechnen, wenn R Bild eines in Q liegenden Intervalles R ist: 


J(R) =Sf VEG — F* dude. 
R 


Ebenso wie man nun den Inhalt einer ebenen Menge definiert als die 
untere Grenze der Inhaltssumme solcher Intervallmengen, die jene Menge 
iiberdecken, so definieren wir den Inhalt J(U) einer auf der Raumfliche 
gelegenen Punktmenge U, die Bild der Menge U in Q ist, als 


(56) J(U) = untere Grenze > I R,) = untere Grenze > Sf VEG — F*dudv 
; 


] 


®) Herr Lebesgue (1. c. 8. 314) weist nur darauf hin, da8 fiir alle der Fliche ein- 


geschriebenen Polyederfolgen Lim inf J, < Sf VEG — F* du dv ist. — Neuerdings hat 
Herr W. H. Young [ Lond. R. 8. Proc. (A) 96 (1919), 8. 71—81] als Formel fiir den 


Flacheninhalt ,rektifizierbarer“ Flaichen gleichfalls J = ff EG — F’ dudv bewiesen. 
Doch gelangt Herr Young dahin nur durch eine besondere neue Definition des 
Flacheninhaltes, die einen doppelten Grenziibergang involviert. Durch Rechtecks- 
teilung von Q parallel zum u,v-System erhilt man auf der Raumfliche eine gewisse 
Mascheneinteilung. Jeder Masche wird nun eine Zahl! zugeordnet, die selbst als Limes 
auftritt. Die Summe dieser Zahlen liefert im Grenziibergang fiir unbegrenzt feiner 
werdende Rechtecksteilungen den Inhalt der Raumfliche. Unsere Uberlegungen da- 
gegen zeigen, daB ein einfacher Grenziibergang, zudem ein Grenziibergang an einer 
Folge von Polyedern, wie man sie zu stetig differenzierbaren Fliachen schon immer 
konstruiert hat, geniigt. Uberdies ist fiir Herrn Youngs Definition die Teilung des 
uv-Gebietes in achsenparallele Rechtecke wesentiich, und die Invarianz gegeniiber 
eineindeutiger Transformation der Parameter wird gar nicht erst untersucht. In der 
Tat bediirfte es dazu auch eines Hilfsmittels wie unseres Satzes I, der aus der Be- 
schrinktheit der partiellen Derivierten nach z und nach y einen SchluB auf die totale 
Differenzierbarkeit, d.h. auf das Verhalten der Flache nach allen von dem Flichenpunkte 
ausgehenden Richtungen erlaubt. (Anmerkung bei der Korrektur, 24. Febr. 1920.) 

























62 H. Rademacher. 


wo die Intervalle R; die Menge U véllig iiberdecken sollen. Ist nun U 
mefbar, so wollen wir auch 7 meBbar nennen. In diesem Falle ist nach 
der Definition zunichst: 


(57) J(0)>SfVEG@— F* dudv. 

0 
Andererseits gibt es zufolge der Definition des Inhaltes einer ebenen Punkt- 
raenge gewi8 eine Menge von Intervallen R;, die U iiberdecken, so daB 
(58) > mR, <mU +e, 


wenn ¢ > 0 beliebig vorgeschrieben ist. Wir setzen nun 


,= RU B, = R, — A, 
A, = R,(U — A,) B, = BR, — A, 
A, = R,(U — A, — A,) Ru ~ 4 
A;=R,(U—4,—4,—...—4,.,) B=R,—A 


2 2 Ss SS ee Oe. 6 "Ss 6 BUS we. ae Ss 


so ist erstens der Durchschnitt A; A, fiir alle Zahlen 7+ leer, und 
zweitens ist, da die R; ganz U iiberdecken: 


A,+A,+A,+...=U. 
Somit haben wir 


(59) X{[JVEG— Fedudv— S(ff+fN=-LIS+ L=Sf+ SV. 


Nun ist aber die Lipschitzsche Bedingung 


| ee 
\du 


Dy | 
“Yi<M usw., 


ou 





<M, sz| <M, 





vorausgesetzt, woraus wegen der Definition der H, F, G folgt: 
|B, |F).¢|<3m" 


und ? 
VEG—F°<VEG<3M", 
daher also 
DSS VEG — F’dudv <3M* S'mB,—3M* 3) m(R, — A,) 
-3M"*( S’mR,— S'm4,) =3M*(_S'mR,— mV). 
Folglich ergeben (58) und (59): 


DS ff VeG—F dud < [{VEG— F*dudv+3M"e, 
R; U 
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woraus wegen der Willkiirlichkeit von « mit (56) zusammen folgt 
J(0)<Sf VEG — F'dudv, 
Uv 


was mit (57) zusammen ergibt 


J(U)=f/VEG— F*dudv. 
0 


(Man hatte diese Inhaltsformel ja auch einfach durch Definition setzen 
kénnen, doch zeigt unsere Ableitung, da8 man zu ihr zwanglaufig gefiihrt 
wird, sobald man die Inhaltsformel kennt fiir die Flachenstiicke, die Bilder 
von Intervallen der Parameterebene sind.) 

Nun sind Z, F, G in der Flachentheorie so definiert, daB 


mt (Diy, y)\*, (Diy.z)\*, (D(z. 9)\* 
EG—F-= (Bee) + (pe8) + (Ze) 








ist. Es sei nun Z die Punktmenge auf der Fliche, wo keine Tangenten- 
ebene existiert, und sie sei Bild der Menge Z der Parameterebene. Es 


ist dann 
- (Se: Y) (D(y,x) Di2z,¢) 
J(Z)= JSv( D (u,v) y+ \Diu, 2) ‘+ (ses 2) dudv, 


denn Z ist meBbar, da es erstens aus der Nullmenge besteht, in der p 
oder y oder x nicht total differenzierbar sind, ferner aus der meBbaren 
Menge, in der die drei Funktionaldeterminanten zugleich verschwinden. 
Daraus folgt zugleich 








J(Z)= 
und somit der 
Satz X. Diejenige Punktmenge, in der eine in Parameterdarstellung 
gegebene Rawmflache, deren Parameterfunktionen der Lipschitzschen Be- 
dingung geniigen, keine Tangentenebene besitzt, hat auf der Flache selbst 
gemessen den Inhalt Null. 


Marz 1919. 


(Angenommen Juni 1919.) 











Uber die Stetigkeit und die Schwankung von Funktionen 
zweier reeller Verinderlichen. 
Von 
Karl Bégel in Késlin 


In vorliegender Arbeit, die inhaltlich an eine Arbeit von Herrn Baire 
ankniipft, sind folgende Bezeichnungen angewandt: 


f(z, y) sei eine beliebige Funktion der beiden Veranderlichen x und 
y; U sei ein zweidimensionales, J ein eindimensionales Interval! ihres 
Definitionsbereiches. Dann bedeute S[f, U] bzw. S[f, J] die Schwankung 
der Funktion in dem betreffenden Intervall. S ist also stets eine Inter- 
vallfunktion. 


Konvergieren die abzaihlbar unendlich vielen ineinander geschachtelten 
zweidimensionalen Intervalle U, nach einem einzigen Punkte P, so bedeutet 


w(f, P]=lim S[f, U,]) 


die Schwankung der Funktion in dem Punkte P, die auch in den Rand- 
punkten des Definitionsbereiches von f(z, y) definiert ist. 


Ist w[f, P| = 0, so heiBe die Funktion ,,in P zweidimensional stetig“. 
Konvergieren die abzaihlbar unendlich vielen ineinander geschachtelten 
eindimensionalen x- Intervalle 
J,:{a, <2 <b,; y = const} 
nach einem einzigen Punkte P, so bedeutet 


o,[(f, P|] = lim S(f, J.) 


die ,,2-Schwankung“ der Funktion in dem Punkte P. 
Ist w,[f, P] = 0, so heiBe die Funktion ,,stetig nach z im Punkte P“. 
Analog seien w,(/, P] und die ,,Stetigkeit nach y“ definiert. 


»,@, und w, sind somit stets Punktfunktionen. Bekanntlich folgt 
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nun aus w,—w,=0 noch lange nicht »=0. Aber Herr Baire hat 
folgenden merkwiirdigen Satz bewiesen'): 


in einem Bereich sei 
1. tiberall o, = 0: 


2. zwischen zwei Parallelen zur z-Achse gebe es immer eine dritte, 
auf der iiberall w, = 0 sei; 


3. y= (a) sei eine stetige Kurve C in dem Bereich; (zx) also 
eine eindeutige und stetige Funktion von 2. 


Dann gibt es auf C Punkte, in denen wm = 0 ist.“ 


Im ersten Abschnitt der vorliegenden Arbeit sind nun zunichst die 
Voraussetzungen dieses Baireschen Satzes wesentlich verallgemeinert. 
Voraussetzung 2 la8t sich ersetzen durch die allgemeinere: 


»Ist e eine vorgegebene Zahl, so gebe es in jedem y-Intervall 
{x = const; a < y < 6} stets einen Punkt, in dem w, < « sei.“ Die Stetig- 
keit nach 2 wird also nirgends vorausgesetzt. 

Ferner kann an Stelle der beziiglich y eindeutigen Kurve y = »(z) 
die beliebige stetige Kurve {x = p(t); y = y(t)} treten; die einzige Be- 
schrankung wird sein, da8 g(t) keine Konstante sein darf; auBerdem wird 
durch ein Beispiel, das mir freundlichst von Herrn Rademacher mitgeteilt 
wurde, nachgewiesen werden, daf diese Einschrinkung notwendig ist. Und 
eine weitere von Herrn Carathéodory angegebene Funktion wird im 
Anhang (§ 15) den Beweis erbringen, da8 die Stetigkeitspunkte unter den 
gegebenen Voraussetzungen eine Nullmenge bilden kénnen. 


In eigentiimlicher Weise lassen sich die Voraussetzungen abindern, 
wenn es sich um eine fest gegebene Kurve {x = (t); y= y(t)} handelt. 
Damit dieselbe zweidimensionale Stetigkeitspunkte enthalt, braucht man 
dann nur vorauszusetzen, da allein in den Kurvenpunkten w, = 0 sei und 
dafiir iiberall w, = 0. Setzt man auBerdem voraus, daB die Punkte, welche 
nicht zur Kurve gehéren, auf jeder Parallelen zur y-Achse dicht liegen, 
so braucht w, sogar nur auBerhalb der Kurve gleich Null zu sein. 

Auch in diesem Falle darf g(t) keine Konstante sein; und eine ein- 
fache Funktion wird den Nachweis erbringen, daB diese Beschrinkung 
auch hier notwendig ist. 

Die Siatze des zweiten Abschnittes sind noch bedeutend weitere Ver- 
allgemeinerungen und enthalten alle Resultate des ersten Abschnittes als 
Spezialfalle. Die Voraussetzungen w,—0 und w,<e werden namlich 
ersetzt durch w, < 8 und w, < «+ e, wo « und # zwei positive Konstanten 


) ,Sur les fonctions de variables réelles*. Ann. di matem. pura ed appl. (3) 
3 (1899). 
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sind. Daraus la8t sich die Existenz von Kurvenpunkten folgern, in denen 
w <2a+ 38 ist; und ein Beispiel wird nachweisen, daB dies die beste 
erreichbare Abschitzung ist. Ist aber idberall mw, <f und w,< a, 80 
gibt es Kurvenpunkte, in welchen wm < Min(2« + 8,a+ 28) ist. Fir 
p(t) = const folgt allerdings nur » < «+ 28; fir w(t) = const nur 
ws 2a+ B. 

Ist C wieder eine fest gegebene Kurve, so folgt aus den Voraus- 
setzungen: iiberall w,<«, iiberall auf C:w,< 8, daB es auf C Punkte 
gibt, in denen m < 2a+/ ist; und auch dies wird sich als die beste 
Abschatzung erweisen. 


1. Abschnitt. 
Die Stetigkeit von Funktionen zweier reeller Veranderlichen. 


$1. 


: Hilfssatze. 
Hilfssatz I. 


8 sei gegeben: 

1. ein Rechteck U{a<2<b;e<y<d}; 

2. eine beliebige stetige Kurve C {2 = p(t); y= y(t)}, woo <t<r 
ist, d. h. p(t) und w(t) zwei beliebige stetige Parameterfunktionen, mit 
der einzigen Einschrinkung, da8 

3. in jedem ¢-Intervall {o< 6, <t<1, <1} es zwei Werte #, und 
#, gebe, fiir welche ~(#,)<q(@,) sei. Mit anderen Worten: die Kurve 
enthalte kein der y-Achse paralleles Teilstiick; 

4. in U befinde sich ein Kurvenpunkt P, {x, = y(t,); y, = y(t,)}. 

Dann 1a8t sich aus U ein Teilstreifen V von derselben Hohe heraus- 
schneiden, innerhalb dessen auf jeder Parallelen zur y-Achse sich ein 
Kurvenpunkt befindet.“ 

Beweis. 

Im Inneren von U gibt es nach (4) und (2) ein Kurvenstiick 
C, {\t —t,| < 4,}, ein Teilstiick vonC. Auf C, besitzt m(t) einen kleinsten 
Wert g(o,)=a, und einen gréBten 
Wert o(t,)=,, die nach (3) voneinan- 
der verschieden sind. AuBSerdem nimmt 
t WwW g(t) als stetige Funktion von ¢ im In- 
tervall o, <t<rt, alle Werte zwischen 
a, und 6, mindestens einmal an. In 
jedem y-Intervall 


i ~\ H {a, < x = const <b,;e<y<d} 


gibt es somit einen Punkt von C,; 





_ 
! 
| 
| 
! 
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der Streifen V {a, << x<b,; c< y<d} hat somit die geforderte Eigen- 
schaft. 
Hilfssatz II. 

Hs sei im Rechteck U:{a<2<b;c<y<d} 

1. f(x, y) tiberall definiert; 

2. iiberall wm, = 0. 

8. Ist 4 eine vorgegebene positive Zahl, so gebe es in jedem y- Inter- 
vall {2 = const;e <c, << y<d,<d} des Bereichs einen Punkt P, in 
dem w,[f, P] <A sei. 

4. In jedem Teilstreifen U,:{a<a,<2<b,<b;¢<y<d} von 
U, der dieselbe Hohe wie U hat, sei S[f,U,]>y, wo y eine positive 
Konstante ist. 

5. e sei eine beliebige positive GréBe, welche der Bedingung 0 < « < y 
geniigt. 

Dann liegen die y-Intervalle H,: {x = 2,; ¢ < y<d}, welche die- 
selbe Hohe wie U haben und in denen S{f, H,) < y—e ist, nirgends 
dicht in U.“ 

Beweis. 

Es sei V: {a <a, <4 <b, <b; ¢ <y < d} ein beliebiger Teilstreifen 

von U. 





Die Funktion sei nun zu- 








[ ae 
naichst nach unten beschrankt 
innerhalb V; ihre untere Grenze | | 
sel Es gibt also in V ei 
sei g. Es gibt also in Veinen ,) y yu 
Punkt P,, in dem | 

f{(P,)- 9+ = (I) ist, | 
und nach (2) ein P, enthalten- ae 
des, ganz in V gelegenes y-In- 
tervall J,, in welchem 

S[f,J,]<| (I) ist. 


Das Intervall J, enthalt aber nach (3) einen Punkt Q, (x,, y,), in welchem 
w,[f,Q,] - z ist, also existiert ein @, enthaltendes, ganz in V gelegenes 
z-Intervall K,:{a,<a,<2<b, <b,; y=y,}, in welchem 

S[f,K,] << (III) ist. 


Aus I—III folgt sofort, da8 im ganzen Intervall K, 


fla,y)<g+ ; (IV) ist. 
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Grenzt man nun den Streifen W:{a, << x <b,;¢ <y<d} ab, so ist die 
untere Grenze von f(x,y) innerhalb W nicht kleiner als g. Nach (4) 
enthalt somit W einen Punkt P,, in welchem 


f(P,)>9+7—% (V) ist. 


Ferner gibt es ein P, enthaltendes, ganz in W gelegenes y-Intervall J,, 
in welchem nach (2) 


Sif, J.) < | ist, 
und nach (3) im Inneren von J, einen Punkt Q,(z,,y,), in welchem 
o,[f, Q)<% ist, d. h. aber es gibt ein Q, enthaltendes, ganz in W 
gelegenes x-Intervall 


; K,:{a, Sa,<2<b, <b; y=y,}, 
in welchem 


S[f, K,] << (VIL) ist. 
Aus V—VII folgt aber, daB im ganzen Intervall K, 
f(x,y) >9+y— > (VIM) ist. 


IV und VIII ergeben nun schlieBlich zusammengenommen, daQ in 
jedem y-Intervall H,{a,<2=2,<b,;¢<y<d} des Rechtecks 
X :{a, <2 <b,;¢ <y<d} die Schwankung 
S(f, H,.)>y7—e ist, 
womit der Satz bewiesen ist. Ist zweitens die Funktion in V nicht nach 
unten beschrankt, wohl aber in einem Teilstreifen V, von derselben Hohe, 
so la8t sich in V,, also auch in V, ein Teilstreifen X mit der geforderten 
Eigenschaft finden. 
Ist schlieBlich die Funktion in keinem Teilstreifen von V nach unten 
beschrinkt, so sei P, irgendein Punkt von V, und es sei 
f(P,)=& (1). 
Dann gibt es analog dem vorhergehenden ein P, einschlieBendes 
y-Intervall J,, in welchem 
S[f,J,)<~y (IL) ist, 
und ein J, kreuzendes z-Intervall K,, in welchem ebenfalls 
S(f, K,]<y (IIL) ist. 
Im ganzen Intervall K, ist somit 
f(z, y)>k—2y (IV). 
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Grenzt man wie vorhin das Rechteck W ab, so enthalt dies nunmehr 
einen Punkt P,, in welchem 


f(P.)< k—5dy (V) ist; 

J, und K, lassen sich wieder so abgrenzen, dab 
S{f,J,)<y und S[f, K,)<y (VI, VIL) sind. 

Im ganzen Intervall K, ist also 

f(z, y)< k—3y (VIII), 
somit in jedem y-Intervall H, des Streifens X 

S[f, H.|)> 7, 

womit auch dieser Teil des Satzes bewiesen ist. 
Hilfssatz III. 

in allen Punkten des Bereiches U:{a <2 <b;c<y< d} sei 

1. f(a, y) definiert. 

2. Es sei {x = w(t); y= w(t)} eine beliebige stetige Kurve C, die 
ganz im Inneren von U verlauft (o <t<r). 

3. y > O eine Konstante. 

Dann liegen die Punkte, in denen w > y ist, entweder nirgends dicht 
auf C, oder es gibt ein Teilstiick Z von C, in dessen simtlichen Punkten 
oO->y ist.‘ 

Beweis. 

Zunachst sei kurz darauf hingewiesen, daB die Menge A der Punkte, 
in welchen w > » ist, abgeschlossen ist. Ist niamlich P ein Haufungs- 
punkt von A, so gibt es in jeder Umgebung U, von P einen Punkt P,, 
der zu A gehdrt, es ist also S[f,U,|>y. Da dies fiir jede Umgebung 
von P gilt, ist somit w[{f,P]>y, womit bewiesen ist, daB P zu A 
gehort. 

Liegen nun die Punkte der Menge A iiberall dicht auf dem stetigen 
Kurvenstiick Z, so sind simtliche Punkte von Z Hiufungspunkte von A 
und gehéren nach dem eben bewiesenen zu A. In allen Punkten von Z 
ist somit w > y, was zu beweisen war. 

Hilfssatz IV. 

in allen Punkten des Bereiches U: {a <2 <b;¢ < y <d} sei 

1. die Funktion f(z, y) definiert; 

2. w, = 0. 

3. Ist 4 eine vorgegebene positive Zahl, so gebe es in jedem y-Inter- 
vall {xz = const; c<c,< y<d,<d} des Bereiches U einen Punkt P, 
in dem w,(f, P] <4 sei. 
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4. Es sei C:{x= q(t); y=y/(t)} fir o<t<r eine beliebige 
stetige Kurve, die ganz im Innern von U verlaufe, mit der einzigen Ein- 
schriankung, daB 

5. in jedem ¢-Intervall {0 <0, <t<1, <r} es zwei Werte #, und 
#, gebe, fiir welche p(#,) 2 p(#,) sei. 

6. y > 0 eine Konstante. 

Dann liegen die Punkte, in denen ™ > y ist, nirgends dicht auf C.* 
Beweis. 


Es sei ¢, >@, >... >8, >... 0. 
Der Satz sei falsch. Nach Hilfssatz III gibt es also ein Kurven- 
stick Z:{o <6, <t<1, <r}, in dessen simtlichen Punkten w > y ist. 


In dem (ganz in U liegenden) Rechteck U,,_;: {a S @y-1 << @ << B,-1 5; 


Y — Yn-1| < Cp-1 « _* i} liege ein Punkt P,:{x, = p(t,); y, = y (t,)} 
von Z, es sei also o, <¢,<1,. Dann laBt sich P,, zunichst mit einem 
Rechteck V, : {\2 —2,|<&,; |y—y,|<¢, - =} umgeben, welches ganz 
innerhalb U,_; liegt. 


Nach Hilfssatz I la8t sich dann aus V, ein Teilstreifen 
W,,: {4, <2: Coly—%l< Cay 


herausschneiden, innerhalb dessen sich auf jeder Parallelen zur y-Achse 
ein Punkt von Z befindet. Da aber in allen Punkten von Z die Schwan- 
kung > y ist, so sind fiir das 





gleich hohen Teilstreifen 


mpeweceis — Rechteck W,, die Voraussetzun- 
Sig “nl p, || gen des Hilfssatzes II erfiillt, 
ed bn he By Ap Vp m-, und W, besitzt somit einen 





—_ 


| 
' 


U,:{a, <<2<b,;|y—y,|<e,}, 


2 











+ in dessen samtlichen gleich 
Fig. 3. hohen y-Intervallen H,: {a, <x 
<b; |y—y,|<¢,} die 
Schwankung S[f, H,] > y -- «,, ist. 
Setzt man dieses Verfahren fort, so erhalt man eine abzahibar un- 
endliche Folge von ineinander geschachtelten Rechtecken U, von folgenden 
Eigenschaften: 


1 


a) Es ist stets U,:4a, <2<bi\y—y,|<¢, <j; 


\, d. h. die Héhen 
der Rechtecke nehmen nach Null zu ab. 
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b) Auf jeder Parallelen zur y-Achse, welche durch U, hindurchgeht, 
wird durch U, ein Intervall H ausgeschnitten, fiir welches S | f, H | > 7 — ¢, ist. 
c) In U, gibt es einen Punkt P,,, von Z. 
Der Durchschnitt der U, enthalt mindestens einen Punkt P(é, 7). 
In jeder y- Umgebung J: {2 = £; | y— | < 5} von Pist also S[f, J] >» —e, 
fiir jedes beliebige k; somit 
o,(f, P)>y 


im Widerspruch zu Voraussetzung (2). 


§ 2. 
Beweis des verallgemeinerten Baireschen Satzes. 
»in allen Punkten des Bereiches U:{a<a<b;e<y<d} sei 


1. die Funktion f(z, y) definiert; 


9 — 
2. w, 0. 


3. Ist 4 eine vorgegebene positive Zahl, so gebe es in jedem y- Inter- 
vall {xz = const; c<c,<y<d,<d} des Bereiches U einen Punkt P, 
in dem ,[f, P] <A sei. 

4. Es sei C:{2=— p(t); y=y/(t)} fir o<t<r eine beliebige 
stetige Kurve, ganz innerhalb U verlaufend, mit der einzigen Einschrin- 
kung, daB 


a 


5. in jedem ¢-Intervall {o<o,<t<1, <r} es zwei Werte #, 
und #, gebe, fiir welche y(#,)2q(0,) sei; mit anderen Worten: C ent- 
halte kein der y-Achse paralleles Teilstiick*). 

Dann enthalt C Punkte, in welchen » = 0 ist, und diese Punkte 
liegen iiberall dicht auf C.“ 
Beweis. 

Es sei y, > 72 >--- >, >--- 0. 

Ist nun C,_; ein inneres Teilstiick {6 < o,-1< t< t)-1 <r} vonC, 
so gibt es nach Hilfssatz IV ein inneres Teilstiick C,, {o,-1<0, <t <1,< t}-1} 
von C,-;, in dessen saimtlichen Punkten w < y, ist. Setzt man diese 
SchluBweise fort, so erhalt man abzahlbar unendlich viele Kurvenstiicke 
C,:{o, <t<x1,}, von denen immer eins das folgende enthalt. Die ent- 
sprechenden ineinandergeschachtelten ¢-Intervaile haben mindestens einen 
Punkt ¢ = # gemeinsam. 


In dem Kurvenpunkt P: {x = (#); y = y(#)} istsomit w[f, P|< y, 
fiir jedes &, d. h. wf, P}=0, 


womit der Satz bewiesen ist. 


*) Was natiirlich nicht hindert, daB8 C alle Punkte einer solchen Parallelen 
enthalt. 
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§ 3. 
Nachweis der Notwendigkeit von Voraussetzung (5). 

Herr Rademacher teilte mir brieflich folgendes Beispiel einer Funk- 
tion mit, welche die Bedingungen 1—3 erfiillt, aber auf der y-Achse 
keinen Stetigkeitspunkt besitzt. 


Es sei 
f(z,y)=0 fir x=0. 


Im folgenden sei p eine positive ganze, g eine beliebige ganze Zahl. 


Dann sei 
f(+ 5? v) 
eine stiickweise lineare Funktion von y, die an den Punkten y = ~ gleich 
Null sei, an den mitten zwischen diesen Punkten liegenden Punkten 


y “st aber den Wert 1 habe, und zwischen diesen Funktionswerten 
linear verliuft. Die Funktion ist somit auf der y-Achse und auf gewissen, 
sich gegen die y-Achse haufenden Parallelen definiert. In den anderen 
Punkten der Ebene werde sie zwischen diesen Parallelen als Funktion 
von 2 linear interpoliert. Man kann diese Funktion darstellen durch 
die drei Formeln: 


f(0,y)=0, 
+. “ai°). 9(2—&), wo 0SE<1 
2° 9 =* 
0<¢0S5, 
. 1+& 2@+9 Pen on , er 
f(+ oP’ oa a(3é—2)+ 2(1— &), 
wo Off Sl 
$< O<1. 


Die so entstandene Funktion ist fiir |x| > 0 zweidimensional stetig. 
Fir z= 0 ist stets w,—0, und in den iiberall dichten Punkten 
{a =O; = sh der y- Achse ist w, = 0, da f(z. *) = 0 ist fiir |2| < =" 

Die Bedingungen 1—3 des in § 2 bewiesenen Satzes sind also 
reichlich erfiillt. Und doch ist in allen Punkten der y-Achse w —1. 
Denn ist P(0,y,) ein beliebiger Punkt der y-Achse, und U eine 
Umgebung desselben, so lat sich innerhalb U um P ein Quadrat 
V:{\2| <4; |y— y,| <6} abgrenzen, und es gibt dann ein p derart, 
daB 6 > : ist. Somit befindet sich innerhalb V ein Punkt Q a. : sat? . 

2” 9?’ opti 

in welchem /(Q)= 1 ist. Da dies fiir jede Umgebung von P gilt, f(P) 
selbst aber Null ist, so ist somit w[{f, P]=—1. 
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§ 4. 
Weitere Hilfssatze. 
Hilfssatz V. 

Es sei im Rechteck U:{a <x<b;ce¢< y<d} 

1. f(x, y) tiberall definiert ; 

2. w, = 0; 

3. in jedem Teilstreifen U,:{a<a,<x<b,<b;c<y<d} von 
U, der dieselbe Héhe hat wie U, sei S[f,U,]=>y, wo y eine positive 
Konstante ist; 

4. e sei eine beliebige positive GréBe, welche der Bedingung 0 < « < y 
geniigt. 

Dann liegen die y-Intervalle H,:{x=2,; c<y<d}, in denen 
S(f, H,.]<y—e ist, nirgends dicht in U.“ 

Beweis. 

Es sei V:{a<a,<4<b,<b;c¢< y<d} ein beliebiger Teilstreifen 
von U. 

Die Funktion sei nun zunachst nach unten beschrankt, ihre untere 
Grenze innerhalb V sei g. Es gibt also in V einen Punkt P,(z,, y,), in 
welchem 

{(P,)<7- i (I) ist, 


und nach (2) ein P, enthaltendes, ganz in V gelegenes z-Intervall 
J:{a,a,<2<b, <b; y=y,}, in welchem 


S{f, J) <= (I) ist. - —s nn 





I und II ergeben, daB im ganzen | 
Intervall J 





V 


f(x, y)<g+- (III) ist. 


Uv 
» 
: 
Grenzt man nun den Streifen | 
W:{a,<2<b,; e<y<d} ab, Loi ; Ee eet Ae 
so ist die untere Grenze von Fig. 4. 
f(x, y) innerhalb W nicht kleiner 
als g. Nach (3) enthalt somit W einen Punkt P,(z,, y,), in welchem 


= 
— —- 
x 
eS 
= 


i 
| 
| 
| 
| 
i 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 








f(P,)>9+7—$ IV), 


und nach (2) ein P, enthaltendes x-Intervall 


_ K: {a, <4, - a<b, 5b; y = yy}: 
in welchem 


S(f, K]<{ (V) ist. 
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IV und V ergeben, da8 im ganzen Intervall K 
f(z,y)>g9+7—- 5 (VI) ist. 

Aus III und VI folgt schlieBlich, daB in jedem y-Intervall 


H,:{a, <<2@=2, <b; ¢<y<d} 
des Rechtecks 
X:{a,<2<b,;e<y<d} 
die Schwankung 
S(f, H.)>y7—e ist, 
womit der Satz bewiesen ist. 
Ist zweitens die Funktion in V nicht nach unten beschrankt, wohl 


aber in einem Teilstreifen V, von V mit derselben Hohe, so laBt sich 


in V,, also auch in V, ein Teilstreifen X mit der geforderten Eigen- 
schaft finden. 


Ist schlieBlich f(z, y) in keinem Teilstreifen von V nach unten be- 
schrinkt, so sei P, irgendein Punkt von V, und es sei 


{(P,) =k (1). 
Dann gibt es ein P, einschlieBendes x- Intervall 


J:{a, Sa, e- b, Sbsy Yi}> 
in welchem 


S[f, J] <y (ID) ist. 
Uberall in J ist also 


f(z,y)>k—~y, (If). 


Grenzt man wie vorhin das Rechteck W ab, so enthalt dies nun- 
mehr einen Punkt P,, in welchem 


{(P.)<k —3y (IV) ist; 
K laBt sich wieder so abgrenzen, daB 
S[f, KK) < y (V) ist; 
in allen Punkten von K ist also 
f(x,y)<k—2y (VD, 
somit in jedem y-Intervall H, des Streifens X 
S[f,H.)>y7, 
womit auch dieser Teil des Satzes bewiesen ist. 
Hilfssatz VI. 
im Bereich U:{a<a<b;e<y < d} sei 


1. eine feste stetige Kurve C:{x1=(t);y=y(t)} fir o<t<r 
gegeben, mit der Einschriankung, dab 
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2. in jedem Teilintervall derselben {0 <0, <t<1,<r} es zwei 
Werte #, und #, gebe, fiir welche g(0,)2y(#,) sei: 

3. iiberall f(a, y) definiert ; 

4. iiberall w, = 0; 
5. in den Punkten von C sei w, = 0; 

6. y > 0 eine Konstante. 

Dann liegen die Punkte, in denen » > y ist, nirgends dicht auf C.“ 
Beweis. (Vgl. Abb. 3.) 

Es sei ¢, > €, > &,—+0. 

Der Satz sei falsch. Nach Hilfssatz III gibt es also ein Kurven- 


stick Z:{o <0, <t<1, <r}, in dessen simtlichen Punkten w > y+ ist. 
In dem ganz in U liegenden Rechteck 


U, 1:fa< Gn-1 < z<b,-,< bs l\y¥ — Yn 1] SGa-r<s 5 i} 
liege ein Teilstiick Z,_,:{o,-, <t < t|-,} von Z; es sei also 
O, < Og-1 <b %y-1<1,; 


auBerdem sei die Breite des Rechtecks 


1 
0 « b,, 1 = Gent SG sop 
P.,(x,, y,) sei ein beliebiger innerer Punkt von Z,-,. Dann laBt 
sich P, zunichst mit einem Rechteck 
ees es? eee oil 
v.24 - %,|< k,<ssly—y,| c,< ~} 


umgeben, welches ganz in U,_, liegt. 


Nach Hilfssatz I lat sich des weiteren aus V, ein Teilstreifen 
W,:{6, <2 <,;|y—y,|<c¢,} herausschneiden, innerhalb dessen sich 
auf jeder Parallelen zur y-Achse ein Punkt von Z,_, befindet. Da aber 
in allen Punkten von Z,_, die Schwankung w > y ist, so sind fiir das 
Rechteck W,, die Voraussetzungen des Hilfssatzes V erfiillt, und W,, besitzt 
somit einen gleich hohen Teilstreifen U,:{a,< «< b,; | y—y,|<¢,}. 
in dessen simtlichen gleich hohen y-Intervallen 


off i. ° | - . t 
H,: {a, « a 2<b.;|y—y,| ™ Cus 


die Schwankung S[{f, H,| >y7—e, ist. AuBerdem sind Héhe und Breite 
von U,, kleiner als =. 


Setzt man dieses Verfahren fort, so erhalt man eine abzahlbare un- 


endliche Folge von ineinander geschachtelten Rechtecken U, von folgenden 
Eigenschaften : 
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a) Auf jeder Parallelen zur y-Achse wird durch U, ein Intervall H 
herausgeschnitten, in welchem S[f, H| > y — «, ist. 

b) In jedem U, gibt es einen Kurvenabschnitt Z,:{o, <t<1,}, und 
es ist stets Z, ein Teil von Z,_;, also o;<0o,<t< 1, < %-1. 

c) Breite und Héhe der U, sind kleiner als : Aus c) folgt, daB 
die U, einen und nur einen Punkt gemeinsam haben, P(é,7). Ebenso 
konvergieren die Z, nach einem Punkt t= #%. Da Z, eine Teilmenge von 
U, ist, muB8 lim Z, = lim U, sein, d. h. es ist P{E= p(#); n = y(#)} 
ein Kurvenpunkt. In diesem Kurvenpunkt P ist nach a) 

o[f, PJ >r—& 
w,(f, Plea? 


im Widerspruch zu Voraussetzung 5. 


fiir jedes k, also 


§ 5. 
Erster Satz iiber eine feste Kurve. 


»im Bereich U:{a<a<b;c<y<d} sei 

1. eine feste stetige Kurve C:{x= g(t), y= y/(t)} fir o<t<r 
gegeben mit der Einschrankung, dab 

2. in jedem Teilintervall derselben {o << o,<t<1,< 1} es zwei 
Werte #, und #, gebe, fiir welche y(#,)2y(#,) sei; 

3. tiberall f(z, y) definiert; 

4. iiberall w, —0; 

5. in den Punkten von C sei w, = 0. 

Dann enthalt C Punkte, in welchen mw —0 ist, und diese Punkte 
liegen iiberall dicht auf C.“ 
Beweis. 

Der Satz folgt aus Hilfssatz VI in genau derselben Weise wie der 
Satz in § 2 aus Hilfssatz IV. 


§ 6. 
Weitere Hilfssitze. 

Hilfssatz VII. 

Hs sei im Rechteck U:{a<2<b;c<y<d} 

1. eine feste stetige Kurve C: {x = p(t); y = w(t)} gegeben mit der 
Einschrankung, daB 

2. in jedem y-Intervall {a <2 =2,<b;e<c, <y<d,<d} des 
Bereichs es einen Punkt gebe, der nicht zu C gehért, also einen Punkt 
der Menge U —C; 
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3. tiberall f(x, y) definiert; 

4. in allen Punkten von U —C sei w, = 0; 

5. in allen Punkten von C sei w, = 0; 

6. in jedem Teilstreifen U, : :{@ Sa, <2<b,<b;¢<y<d} von 
U, der dieselbe Héhe hat wie v, sei S[f, U]>y, wo y eine positive 
Konstante ist; 

7. e sei eine beliebige positive Zahl, welche der Bedingung 0 < e« < y 
geniigt. 

Dann liegen die y-Intervalle H,{x=—2,;¢<y<d}, in denen 
S(f, H,]<y—e ist, nirgends dicht in U.“ 

Der Beweis verlauft ganz analog dem des Hilfssatzes II; er sei des- 
halb mit denselben Bezeichnungen nur skizziert. 


Ist namlich wieder zunichst f(x, y) innerhalb V nach unten be- 
schrinkt: f(x, y)>g, so gibt es einen Punkt P,, in welchem 


f(P,)<9+% (1) ist 


Ist P, ein Punkt von U —C, so besitzt er nach (4) eine z-Um- 
gebung K,, in welcher 


S[f, K,]<¢ (Ila) ist. 


Gehért er aber zu C, so besitzt er nach (5) eine y- Umgebung J,, 
in welcher 


S(f,J,] << (Ib) ist, 


und in J, gibt es nach (2) einen Punkt von U —C, der nun nach (4) 
wieder eine z-Umgebung K, besitzt, in welcher 


S[f,K,] <q (Ul) ist. 
In beiden Fallen ist also im ganzen x-Intervall K, 
f(z,y)<g+% (IV). 


Wieder wird W abgegrenzt, und darin in entsprechender Weise ein 
z-Intervall K, gefunden, in dessen Punkten 


f(z,y)>9+r—% 


ist, woraus die Existenz des Rechtecks X hervorgeht. Und mutatis mu- 
tandis la8t sich der Beweis iibertragen fiir unbeschrinktes f(z, y). 
Hilfssatz VIII. 

Es sei im Rechteck U:{a<2<b;e<y<d} 
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1. eine feste stetige Kurve C: {2 = q(t); y= y(t)} gegeben, mit 
den beiden Einschrankungen, da8 

2. in jedem ¢-Intervall {o <6, <t<1, <1} es zwei Werte #, und 3, 
gebe, fiir welche p(3,)2y(8,) sei; 

8. in jedem y-Intervall {a << x = 2,< b;e Se, <y<d, <d} inner- 
halb U es einen Punkt von U —C gebe; 

4. sei iiberall f(x, y) definiert ; 

5. auf U—C sei wo, = 0; 

6. auf C sei oO, = 0; 


7. y > 0 eine Konstante. 

Dann liegen die Punkte, in denen w > y ist, nirgends dicht auf C.“ 
Beweis. 

Der Satz folgt unter Benutzung von Hilfssatz III und I aus Hilfs- 


satz VII wértlich genau wie Hilfssatz VI aus Hilfssatz V folgt, indem 
ein Widerspruch zu Voraussetzung (6) sich ergibt. 


§ 7. 
Zweiter Satz iiber eine feste Kurve. 

.»Es seien im Rechteck U : {a < x < b; ¢ < y < d} die Voraussetzungen 
1—6 des Hilfssatzes VIII erfiillt. Dann enthalt C Punkte, in welchen 
w = ( ist, und diese Punkte liegen iiberall dicht auf C.“ 

Beweis. 


Folgt aus Hilfssatz VIII wie § 2 aus Hilfssatz IV. 
§ 8. 
Untersuchung der Kurvenbedingungen in den Satzen der §§ 5 und 7. 


Zuniachst soll ein Beispiel nachweisen, daB auch hier die Bedingung, 
p(t) darf keine Konstante sein, notwendig ist. 


Es sei 
f(z,y)=90 fir y—v¥ und irrationales y, 
f(t,y)= sn2amzez fir y= =, 


wo k und m teilerfremde ganze Zahlen sind. 

Diese Funktion ist iiberall stetig nach x und auf den Geraden 
x«=0,+3,+1, +%,... konstant gleich Null, also stetig nach y. 

Auf x= 0 ist aber stets » = 2 (und aus Periodizitiatsgriinden ebenso 
auf x=+},+1...). Denn ist P_ (0, y,) irgendein Punkt der y-Achse, 
so gibt es innerhalb jeder Umgebung desselben zunachst ein Quadrat 
U:{\2|<4;|y—y,|< 4}. Zu 6 laBt sich eine Primzahl p finden, fiir 





Stetigkeit und Schwankung. 79 


welche . < $ ist. Es gibt somit zwei Bruchwerte y, = - und y, = aa . 
fiir welche —" | <6 und 3° — ¥,| <6 ist. Da p eine Primzahl 


ist, sind in einem dieser beiden Briiche Zahler und Nenner teilerfremd, 


etwa in = und weil 5 < : ist, liegen die Punkte 


2 
 . i 2 
P, und Py:{ es =| und {- ip’ =} 
innerhalb des Quadrates U. 
Nun ist aber 
f(P,)= Min f(z,y)=—1, 
also in P, die Schwankung 
w(f, Ph] = +2. 

In §7 tritt dazu die weitere Bedingung, daB es in jedem y-Intervall 
einen Punkt geben soll, der nicht zur Kurve gehért. Da8 ein Teil dieser 
Bedingung notwendig ist, lehrt folgendes einfache Beispiel: OC sei eine 
Kurve, welche simtliche Punkte von U enthalt, die Menge U —C ist 
dann leer, und f(z, y) braucht nirgends nach 2 stetig zu sein, etwa 


f(x, y) = 0 fir irrationales z, 
f(z,y)=1 fir rationales zx. 


Uberall ist m= 0 und iiberall w= w, = 1. 

Es fragt sich bloB noch, wie weit die Voraussetzung (3) in §7 reicht, 
insbesondere ob sie in dieser allgemeinen Fassung einen Sinn hat. Das 
ist nur dann der Fall, wenn es stetige Kurven gibt derart, daB wenigstens 
auf einer Parallelen zur y-Achse die Punkte von C sowohl als auch die 
Punkte von U —C dicht liegen, und da8 gleichzeitig die Voraussetzung (2) 
erfiillt ist. Folgendes Beispiel zeige, daB dies méglich ist: 

C soll im Quadrate {0 << 2<1;0< y<1} definiert werden. Im 
y-Intervall H: {x =0;0<y <1} sei eine abzahlbare dichte Menge von 
Punkten P,: {x = 0; y=a,} gegeben; ebenso in J:{e=1;0< y<1} 
die entsprechende Menge Q,:{x = 1; y=a,}. 

Die Kurve C werde dann fiir 0 <¢< 1 so definiert: sie fiihre fiir 
0 <t<} in 2 linearen Stiicken von P, iiber Q, nach P,, allgemein fiir 


L— cade hn Po von P, iiber Q, nach Pys:. 


9n-1 = 
Es sei also 


z= 9(I * aa) = 48; y=y(1 _ =) =a, fir 0<8 


gn-1 


M 
in 
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1—@8 p 1—? ? 
x (1 a)" - 4042; y=y(1 “ie G+ (Gari — @,)( 40 — 1) 
1 


fiir 5° 


lA 
lA 


1 
7s? 

Ist K:{x =k; 0 << y <1} irgendein das Gebiet durchsetzendes y- In- 
tervall, so gehéren alle Punkte {2 —k;y—a,} dieses Intervalis auch 
zur Kurve C. Die Kurvenpunkte liegen also auf jeder Parallelen zur 
y-Achse dicht. Nun besteht die Kurve aus abzihlbar vielen linearen 
Teilstiicken, schneidet also jede Parallele zur y-Achse nur in abzahlbar 
vielen Punkten, woraus folgt, daB auch die Menge U —C dicht auf der 
Parallelen liegt. 


2. Abschnitt. 
Die Schwankung von Funktionen zweier reeller Verinderlichen. 


Die Satze und Hilfssitze dieses Abschnittes sind geradlinige Erweite- 
rungen von jeweils entsprechenden des ersten Abschnitts. Es ist daher 
méglich, vieles durch Bezugnahme auf die Gedankenginge des ersten 
Abschnittes kiirzer zu erledigen. Um den Zusammenhang der Hilfssitze 
in die Augen fallen zu lassen, sind sie im zweiten Abschnitt mit Ila usw. 
bezeichnet. Die Paragraphenzahlung ist weitergefiihrt. 


§ 9. 
Erweiterung einiger Hilfssatze des § 1. 


Hilfssatz Ila. 
fs sei im Rechteck U:{a<2<b;c<y<d} 

1. f(x, y) tiberall definiert; 

2. tiberall w < ~, wo B>0 eine Konstante. 

3. Ist 4 eine vorgegebene positive Zahl, so gebe es in jedem y-Inter- 
vall {x = const; cc, <y<d,<d} des Bereichs einen Punkt P, in 
dem w,[f, P]} <a+A sei, wo «>0 eine Konstante. 

4. In jedem Teilstreifen U,:{a<a,<2x<b,<b;e<y<d} von 
U, der dieselbe Héhe wie U hat, sei 

S[f,U,J22e+28+y, 
wo y eine positive Konstante. 

5. e sei eine beliebige positive Konstante, welche der Bedingung 
0<e<y geniigt. 

Dann liegen die y-Intervalle H,:{a=—2,;¢<y<d}, in denen 
S(f, H.)< 7 —e ist, nirgends dicht in U.“ 





Stetigkeit und Schwankung. 81 
Beweis. 


Analog dem des Hilfssatzes If mit denselben Bezeichnungen. Ist 
die Funktion zunichst nach unten beschrainkt, f(z, y)>g, so erhilt 
man in V 


f(Pi)<g+@ @, 
S{f,J,)<s+¢% ), 
S[f, K,)<e+ ; (I, 


also im ganzen Intervall K, 


f(z, y) g a+ B- = (IV). 


Innerhalb W gibt es nach (4) ein P,, in welchem 


f(P.) >g+2a+26+y ; (V) 


ist, und man erhalt weiter 
S[f,J.)<p+ g (VI) 
S[f, K,])<«+< (VID), 
woraus im ganzen Intervall K, 
f(z, y)>gt+e+fp+y— > (VI 
folgt. In jedem Intervall H, des Rechtecks X ist also 
S(f, H.)>y—e. 


Ist aber die Funktion in keinem Teilstreifen von V nach unten be- 
schrankt, so sei 


f(P,) =k (I) 


und man erhilt 
Sif. J,)<b+y (i) 
S(f, K,)<«-+-y, (I, 
woraus im ganzen Intervall K, 

f(z, y) > k—«a— Bp — 2y (IV) 
folgt. W enthalt einen Punkt P,, in welchem 
{(P,)<k —2a— 28 — 5y (V) 

Sf. J,)<f+y (V1) 
S(f, K,)<e+y (VII) 


und im ganzen Intervall K, 


f(z, y)<k —a—f— 8y (VI) 


Mathematische Annalen. LXXXI. 6 


ist, woraus 
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folgt. In jedem Intervall H, des Streifens X ist also 


S(f, H.)> y. 
Hilfssatz IVa. 

In allen Punkten des Bereiches U: {a <<x<b;¢c<y<d} sei 

1. die Funktion f(z, y) definiert; 

2. w, Sf, wo BS>0 eine Konstante. 

3. Ist 4 eine vorgegebene positive Zahl, so gebe es in jedem y-Inter- 
vall {2 = const; c< ec, < y<d, <d} des Bereiches einen Punkt P, in 
dem w,[f, P] <a+A sei, wo « eine Konstante. 

4. Es sei C:{x = p(t); y= p(t)} fiir o <t <r eine beliebige stetige 
Kurve, die ganz im Innern von U verlaufe, mit der einzigen Einschrin- 
kung, daB 

5. in jedem ¢-Intervall {0 <6, <t<r 
#, gebe, fiir welche y(#,) Sj p(8,) sei. 

6. y > 0 eine Konstante. 


<1} es zwei Werte #, und 


Dann liegen die Punkte, in denen w>2a+3f8-+ y» ist, nirgends 
dicht auf C.“ 

Beweis. 

Es sei ¢, > &, >... >@&, >... 0. 

Der Satz sei falsch. Dann gibt es nach Hilfssatz III ein Kurven- 
stiick Z, in dessen simtlichen Punkten m >2a+3f-+-y ist. Man ge- 
langt dann genau wie bei Hilfssatz IV von U,_; iiber P, und V, zu 
einem Rechteck W,, auf welches sich Hilfssatz Ila anwenden 1aBt. 
Dieser ergibt dann ein Rechteck U,, in dezsen simtlichen gleich hohen 
y-Intervallen H, 

S(f, H.)>b+7—«, 
ist. Die ineinander geschachtelten U, enthalten schlieBlich einen Punkt P, 
in welchem w,[f, P] => + y ist, im Widerspruch zu Voraussetzung (2). 


§ 10. 
Verallgemeinerung des in § 2 bewiesenen Hauptsatzes. 


lm Rechteck U:{a<2<b;¢<y<d} seien die Voraussetzungen 
(1— 5) des Hilfssatzes [Va erfiillt. 

Dann enthalt C Punkte, in welchen w<2a+38 ist, und diese 
Punkte liegen iiberall dicht auf C. Die Abschitzung 2«+ 3 ist die 
bestmégliche. “ 


Beweis. 


1. Ist y, > y, > 7, — 0, 80 liefert Hilfssatz [Va ineinandergeschach- 
telte Kurvenstiicke C,:{6,<t<r,}, in welchen w<2a+3f+y, 
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ist; und die C, enthalten einen Punkt ¢=#, in welchem also 
w <2a+ 36 ist. 

2. Es wird ein f(z, y) gefunden werden, welches den Voraussetzungen 
(2) und (3) geniigt und welches in allen Punkten der x-Achse die Schwan- 


kung w = 2a-+ 38 besitzt. Zu diesem Zweck seien zunichst die abzahl- 
bar vielen y-Intervalle 





2n+1. 1 
Juni? = “Ge lvl Sa} 


herausgegrifien, wo m und gq beliebige positive und negative ganze Zahlen 
bedeuten, und aus diesen Intervallen wiederum die beiden Punktmengen 


P,, 4342 = "2"; y = sari und R {a 1 oe 1 \. 


ge gat n,q" ga’ ~ gat 





Dann werde f(x, y) definiert als Summe folgender drei Funktionen: 
a) fi(z%,y)=0 fir yO; 
f,(%y)=8 fir y>Od. 





b) f. eer =e«-sin2‘.2-y fir | te also in den J__; 
2 94 , ~— ay y = 99’ n,q’ 
f,(%, y) =0 iiberall sonst. 
Cc) fa (Pa, ¢) = + B; 
fs (R, _ B; 
f,(2, y)=0 iiberall sonst. 
Fiir die Funktion f(z,y)=/f,+f4+ gilt dann 
wo, = in den P, ,, R, 
o, =0 iiberall sonst, 
o,= «+ in den P, , und R, ,, 


w, <« in den anderen Punkten der J, 9 


A und auf der x-Achse, 


w, = iiberall sonst. 


Die Bedingungen (2) und (3) sind also reichlich erfiillt. Ist aber P 
ein beliebiger Punkt der x-Achse, so gibt es in jeder Umgebung des- 
selben einen Punkt der P, , und einen Punkt der R,,. Nun ist 

f(P,.) = «+ 28, 
1(R,, 4) . —(a+ B), 
also w[f, P] = 2a+ 38. 


6* 
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§ 11. 
Erweiterung der Hilfssitze des § 4. 

Hilfssatz Va. 

»Es sei im Rechteck U:{a<2<b;e<y<d} 

1. f(z, y) tiberall definiert; 

2. ow, Sa; 

3. in jedem Teilstreifen U,: {a <a,<2%<b,<b;e<y<d} von 
U, der dieselbe Héhe hat wie U, sei S[f, U,)=2a+y, wo y eine 
positive Konstante ist. 

4. « sei eine beliebige positive GréBe, welche der Bedingung 0 < « < y 
geniigt. 

Dann liegen die y-Intervalle H,:{27=—2,;¢<y< d}, in denen 
S[{f, H.])<y —e ist, nirgends dicht in U.“ 
Beweis (in Anlehnung an die Bezeichnungen des Hilfssatzes V). 


Die Funktion sei beschrankt nach unten in V, ihre untere Grenze 
sei g. Man erhalt wieder 


f(P,)<9+ 4 (1) 
S[f,J]<e- ; (II), 
also im ganzen Intervall J 
f(z,y)<gt+eac 3 (IIT) 
In W gibt es nach (3) ein 
f(P.)>9+2a+y7— (IV) 
und fir K gilt 
S[f, K]<e+  (V), 
also im ganzen Intervall K 
f(z,y)>g+ea4 1-% (VI). 


III und VI ergeben, daB in jedem Intervall H, des Rechtecks X die 


Schwankung SUf,H.) 
’ ot oe os 


ist. Ist aber f(z, y) in keinem Teilstreifen von V nach unten beschrankt, 
so erhalt man 


f(P,)=« (I) 
S[(f,J)<a+y (Il), 


f(z,y)>k—a—y (Il). 


also iiberall in J: 
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In W gibt es ein P,, so daB 
f{(P,) << k—2a—3y (IV) 
ist und es wird 


S[f,K)<a+y (V), 
also iiberall in K: 


f(z, y)< k—«a—2y (VI); 
und somit in allen H, von X 
S(f, H.)>~7. 

Hilfssatz Vila. 

»lm Bereich U:{a<2x<b;ce<y<d} sei 

1. eine feste stetige Kurve C:{x= y(t); y= y(t)} fir o<t<rt 
gegeben, mit der Einschrankung, daB 

2. in jedem Teilintervall derselben {o <0, <t<1,< 1} es zwei 
Werte #, und #, gebe, fiir welche ~(#,) = p(d,) sei; 

3. tiberall f(a, y) definiert; 

4. iiberall w, < a; 
5. in den Punkten von C sei w, < f; 

6. y > 0 eine Konstante. 

Dann liegen die Punkte, in denen mw >2a+f-+-» ist, nirgends 
dicht auf C.“ 
Beweis. 


Es sei ¢, >@, >...>8,>...—+0 


Der Satz sei falsch; dann gibt es nach Hilfssatz II] ein Kurven- 
stiick Z, in dessen simtlichen Punkten w > 2«-+ 8+ > ist. Man gelangt 
dann genau wie bei Hilfssatz VI von U,_, und Z,-, itiber P, und V, zu 
einem Rechteck W,, auf welches sich Hilfssatz Va anwenden laBt. Dieser 
ergibt dann ein Rechteck U, (mit einem Kurvenstiick Z,), in dessen 
simtlichen gleich hohen y-Intervallen H, 

S(f, H.)>b+y—«, 
ist. Die U, konvergieren nach einem Punkt P, der wegen U, > Z, > Zp+1 
auch zu Z gehért. In P ist dann 
o,[f,P)=a+y 


im Widerspruch zu Voraussetzung (5). 


§ 12. 
Verallgemeinerung des ersten Satzes iiber eine feste Kurve (des § 5). 


»Im Bereich U:{a<2<b;c<y<d} seien die Voraussetzungen 
1 bis 5 des Hilfssatzes Vla erfillt. Dann enthalt C Punkte, in denen 
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w < 2a + £ ist, und diese Punkte liegen iiberall dicht auf C. Die Ab- 
schitzung 2« +f ist die bestmégliche.“ 
Beweis. 
1. Ist y, > 7, > y, > 0, so liefert Hilfssatz Va ineinandergeschachtelte 


Kurvenstiicke C,: {o, <¢<r,}, in welchen wm <2a+ +, ist; die C, 
enthalten einen Punkt t= #, in welchem also wm < 2a-+ £ ist. 


2. Unter Benutzung der in § 10 aufgestellten Funktionen /, und /, sei 
f(z,w=Ath 
definiert. Fiir dieses f(z, y) gilt 

o, = B auf der x-Achse, 
w, = 0 iiberall sonst, 
@, <« in den J, ,, 
@, = 0 iiberall sonst. 

Die Voraussetzungen (4) und (5) sind also erfillt. Ist nun P ein 


beliebiger Punkt der z-Achse, so gibt es wieder in jeder Umgebung von P 
einen der P, , und einen der R, ,. Es ist aber 


F(Pag) =e +B, 

f(R,,)= —«, 
woraus 

w(f, P})=2«+ 
folgt 


Aus diesem Satz ergibt sich ein merkwiirdiges Korollar. Ist namlich 
in einem Bereich U iiberall w, <a und w, <, 80 sind fiir jede Kurve, 
welche kein der y-Achse paralleles Teilstiick besitzt, die Voraussetzungen 
erfillt. Es gibt also dann auf jeder derartigen Kurve Punkte, in welchen 
@<2a-+£ ist. Besitzt aber C kein der z-Achse paralleles Teilstiick, 
so laBt sich die Existenz von Punkten mit » <a-+ 2 folgern. Das 
Korollar lautet also: 

»in allen Punkten eines Bereiches sei 

1. f(z, y) definiert, 

2. 9, Sa, 

3. w, SB, 

4. C eine stetige Kurve {x= q(t); y—y/(t)}, welche kein der 
z-Achse und kein der y-Achse paralleles Teilstiick besitzt. 

Dann enthilt C Punkte, in denen w < Min{2a+ f, «+ 2£} ist: 
diese liegen auf C dicht. 

Besitzt C der x-Achse parallele Teilatiicke, so liegen die Punkte mit 
@ <2a+ 8 auf C dicht. 
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Besitzt C der y-Achse parallele Teilstiicke, so liegen die Punkte mit 

wo <a+ 26 auf C dicht. 
Und besitzt C schlieBlich sowohl der z-Achse als auch der y-Achse 


parallele Teilstiicke, so liegen die Punkte mit w < Max {2« + £,a+ 28} 
auf C dicht.“ 


§ 13. 
Erweiterung der Hilfssitze des § 6. 


Hilfssatz Vila. 
fs sei im Rechteck U:{a<2<b;c<y<d} 


1. eine feste stetige Kurve C: {x = (t); y= w(t)} gegeben, mit der 
Einschrankung, da8 


2. in jedem y-Intervall {a< 2=2,<b;clc,<y<d, <d} des 
Bereichs es einen Punkt gebe, der nicht zu C gehért, also einen Punkt 
der Menge U —C; 

3. tiberall f(z, y) definiert; 

4. in allen Punkten von U—C sei w, < «; 

5. in allen Punkten von C sei wo, SB; 

6. in jedem Teilstreifen U,: {a<a,<2<b,<b;c<y<d} von U, 
der dieselbe Héhe hat wie U, sei S[f,U,] >2c+4+2f8+y, wo y eine 
positive Konstante ist. 

7. e sei eine beliebige positive Zahl, welche der Bedingung 0 < «¢ < y 
geniigt. 

Dann liegen die y-Intervalle H:{r=—2,;¢<y<d}, in denen 
S(f,H)<y—e ist, nirgends dicht in U.“ 

Beweis in Anlehnung an den Beweis des Hilfssatzes VII. 
Ist f(z, y)=>g in V nach unten beschrankt, so erhalt man wieder 


f(P,)<9+ ¢ (1). 
Falls P, < U —C, folgt nach (4) ein K, 
S[f, K,]|<«+ ; (IIa). 
Falls P,<C, folgt nach (5) ein: J,: 


S(f, J,)<e@+ % (IIb) 
und nach (4) ein K,: 
S(f, K,])<«+ % (Ill). 
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In beiden Fallen ist also iiberall in K, 
f(*#,y)<g+e+,+ M (IV). 
In W gibt es ein P,, in dem nach (6) 
{(P,)>9+2e+ 2B+r—-| (V) 
ist und iiber 
S[f, K,]<«+ <% (VI) 
bzw. 
S(f. Jy] <B+< (VIb) 
nebst 
S[f, K,])<a+ % (VI) 
folgt, daB in allen Punkten von K, 
f(z,y)>g+a+h+y— 5 (VI) 


ist, und daraus das Rechteck X, in dessen simtlichen gleich hohen y-Inter- 
vallen H, 
S[f,H,)>y7—« 

ist. Und ganz dhnlich fiir nicht beschranktes f(x,y); etwa analog 
Hilfssatz Ila. 
Hilfssatz Villa. 

Hs sei im Rechteck U:{a<x<b;e<y<d} 

1. eine feste stetige Kurve C:{x = q(t); y=wy/(t)} gegeben; mit 
den beiden Einschrinkungen, da8 

2. in jedem ¢-Intervall {o < o,<t<1,< 1} es zwei Werte #, und 
d, gebe, fiir welche p(3,) => —(#,) sei; 

3. in jedem y-Intervall {a<2=—2, <b; eXe,<y<d, <d} des 
Bereiches es einen Punkt von U — C gebe; 

4. iiberall f(z, y) definiert; 

5. auf U—C sei w,< @; 

6. auf C sei w, < B; 

7. y > 0 eine Konstante. 

Dann liegen die Punkte, in denen mw >2a+3/+y ist, nirgends 
dicht auf C.“ 


Beweis. 
Es sei ¢, > &, >...>6,>...—+0. 


Der Satz sei falsch; dann gibt es nach Hilfssatz III ein Kurven- 
stiick Z, in dessen simtlichen Punkten w >2a+3/-+ > ist. Man ge- 
langt wie bei Hilfssatz Via von U,_, und Z,_, tiber P, und V, zu 
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einem Rechteck W,, in dessen simtlichen gleich hohen Teilstreifen 
S>2«+3f+y ist. Auf W, laBt sich sodann Hilfssatz VIIa an- 
wenden, welcher ein U,, ergibt, mit einem Kurvenstiick Z,, und in dessen 
simtlichen gleich hohen y-Intervallen H, 

S(f,H.)>B+7—« 
ist. Die U, konvergieren nach einem Punkt P, der wegen U, > Z,>Z,,, 
auch zu Z gehért. In P ist dann 


im Widerspruch zu Voraussetzung (6). 


n 


§ 14. 
Verallgemeinerung des zweiten Satzes iiber eine feste Kurve (des § 7). 


lm Bereich U:{a<2<b; c< y<d} seien die Voraussetzungen 
1—6 des Hilfssatzes VIIIa erfiillt. 

Dann enthalt C Punkte, in welchen mw < 2+ 38 ist, und diese 
Punkte liegen dicht auf C.“ 
Beweis. 

Ist y, > y. >---> 7, >.---—0, 90 liefert Hilfssatz VIII ineinander- 
geschachtelte Kurvenstiicke C,,: {o, < t< r,}, in weichenw <<2a-+38+y, 
ist; die C, enthalten einen Punkt ¢ = #, in welchem also mw < 2+ 3 ist. 


Anhang. 
§ 15. 


Beispiel einer Funktion, welche den Bedingungen des § 2 geniigt, 
und deren Stetigkeitspunkte eine Nullmenge bilden. 


Das folgende interessante Beispiel wurde mir von Herrn Carathéodory 
brieflich skizziert. Es sei im folgenden mit einer gewissen Vereinfachung 
naher ausgefiihrt. 

In dem Intervall H:{0 <2<1} werde zunichst eine absteigende 
Folge von offenen und eine aufsteigende Folge von nirgends dichten per- 
fekten Punktmengen folgendermaBen definiert: 

Aus der Mitte von H wird herausgeschnitten das offene Intervall 
|a—3|<} von der Breite 4; aus der Mitte der beiden Restintervalle je 
ein offenes Intervall 


8 


as 4 18; 1 1 
16| > 9.4” 


| | . 
x bzw. |x — 16|<z.4? VOR der Breite re 


Setzt man dies Herausschneiden nach dem Cantorschen Dreiteilungs- 
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verfahren fort, so erhilt man 2"~* offene Intervalle von der Breite ZL: 
4" 


Die Vereinigungsmenge aller herausgeschnittenen Intervalle sei u,; es ist 
mu, =}. 


Ist nun 4,, ein beliebiges derartiges zu wu, gehdriges Intervall von 


der Breite rp so lassen sich aus ihm in derselben Weise abzahlbar viele 
offene Intervalle herausschneiden. Das gréBte besitzt die Breite mart 


und es entstehen allgemein 2"~* Intervalle von der Breite rat Zerlegt 


man auf diese Weise jedes zu u, gehdrige 4,,, so bilden die neu ent- 
standenen Intervalle 4,,, eine offene Punktmenge u,; es ist wu, >u, und 


mu, = ns Setzt man nun dieses Verfahren fort, so erhalt man eine ab- 
steigende Folge von offenen Punktmengen 
U, > Uy 15 
und es ist w= lim, nicht leer, weil beispielsweise der Punkt } zu allen 
u, gehért. 
Als wichtige Eigenschaft von u, ist noch festzustellen: sind 4,,, und 


und d,, zwei zu u, gehdrige Intervalle von der Breite re und Ls wobei 


“ <» sei, und ist 4 > 0 eine ganze Zahl, so gibt es zwischen 6,,, und 6, 


ein zu u, gehdriges Intervall 6,,,, von der Breite ari Dies folgt un- 


rt+a° 

mittelbar aus der Konstruktion von u, (Haupteigenschaft von w,). 

Setzt man 

a, = H — u,, 
so erhalt man wegen 
a, ~< 4,44 

eine aufsteigende Folge von perfekten, nirgends dichten Punktmengen. 

Als einfache Beziehungen gelten: 


mt, == und a,-w, leer, 
folglich 
= l ] 
ma, = — oF . 

Als wichtige Eigenschaft von a, ist festzustellen: Ist P ein beliebiger 
Punkt von a, und @ eine Umgebung von P, so gibt es innerhalb G zwei 
Intervalle 4,,, und d,,, die ganz zu u, gehéren. Dies folgt aus der Haupt- 
eigenschaft von u, und daraus, da8 a, nirgends dicht ist. Ist nun etwa 


v»>u, 80 folgt aus der Haupteigenschaft der wu, weiter, daB sich inner- 
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halb G fiir jedes 4 > ein zu u, gehdriges Intervall 4, ,,; von der Breite 
m7 vorfindet (Haupteigenschaft von a,). 
Durch u, ist nun im zweidimensionalen Intervall 
J:{0<27<21;0Sy<1} 
eine offene Punktmenge U,:{2<u,;0<y< 1} bestimmt, welche aus 
abzaihlbar vielen Streifen 4, , von der Breite = besteht, wobei » > k ist. 
Die Restmenge A, = J — U, ist perfekt und es bestehen die Beziehungen: 


A,<A,.,;; U,>U,.,; A,:-U, ist leer. 


n4,=1— + 


r 1 
mU, = - oF 


2*” 


Setzt man limA,=A und limU,=U, so ist U nicht leer, weil bei- 
spielsweise {2 = 4;0 << y<1} zu allen U, gehért, ferner ist 


mA=1; mU=0. 


Durch Parallelen zur z-Achse lassen sich aus J in ganz analoger Weise 
Streifen Z,, herausschneiden; alle diese Streifen bilden eine offene Punkt- 





menge V, mit der Streifenhdhe wo 4=>0 eine ganze Zahl ist. Setzt 


1 
4ht+é’ 
man B,=J — V,, so bestehen die Beziehungen: 

B.<B,.,;5 VirVi+41; B,-V;, ist leer. 


ae 1 
mV, = oF mB,=1— oF 
Setzt man ferner lim B,=B und limV,= V, so ist V nicht leer, und 
es ist auBerdem 
mB=1; mV=0. 
SchlieBlich ist noch 


1 ? 
m(A,- B,) = (1 ~ 3) 
somit 
m(A-B)=1. 
Die Menge U,-V, besteht nun aus abzahlbar vielen Rechtecken und 
Quadraten. Die Quadrate seien mit 


1 x 1 
Qae{ |e — 2 |< ai ly — y| <a} 


bezeichnet; ihre Mittelpunkte (2,,y,) bilden eine abzihlbare isolierte 
Menge C,. Da jeder Streifen 4, und Z, nur endlich viele Punkte von C, 
enthalt, so enthalt die Menge U,V, keinen Haufungepunkt von C,. 
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Ist aber P ein beliebiger Punkt von A,-B,, und R irgendeine qua- 
dratische Umgebung von P, so gibt es wegen der oben erérterten Haupt- 
eigenschaft von a, ein festes u derart, da® fiir jedes ganzzahlige / ein 
Streifen 4,4, existiert, welcher das Quadrat R durchsetzt; ebenso gibt 
es ein festes » derart, da® fiir jedes ganzzahlige 4 ein Streifen Z,,., 
existiert, welcher R durchsetzt. Sei nun n> und n>~y, so kreuzen 
sich zwei Streifen 4,, und Z,, ganz innerhalb R. Das von ihnen ge- 
bildete Quadrat Q und mit ihm ein Punkt von C, liegen somit innerhalb 
R. Hieraus folgt aber, daB die Menge der Haufungspunkte von C, identisch 
ist mit der Menge A,- B,. 
Nunmehr werde eine Funktionenfolge f, (2, y) folgendermaBen definiert: 
In den Quadraten 


° 


eo tar os fa oe ho cake 

kr) | r| g.4%+4’ ly Yl S geri 

sei f,(2, y) eine Pyramidenfunktion mit der Héhe oh? 8 wird also gesetzt 

> oh ee wt eee | htt gtiie) ge gcisicizi<— 

k #5. ght?’ YT Geri — gk 1s =! P= |> 1 So gk+a 
und 
' gE * b : 1 R+1 A os ein a ar 1 

(2 7” first ¥+a)—z-? -4 -|0 fiir OS/FIiS a —wirs 


In allen anderen Punkten, also insbesondere in A, -| B, sei 


f, (2, y) = 0. 


Die so definierte Funktion f,(x, y) ist iiberall stetig nach x und y. 
Denn eine Parallele zur z-Achse gehért entweder ganz zu B,, dann ist 
auf ihr f,(z, y) konstant gleich Null. Oder sie liegt im Inneren eines 
Streifens Z,,. Da zu Z,, nur endlich viele Quadrate Q gehéren, so 
schneidet y=c nur endlich viele Pyramiden; es ist somit f(x, c) eine 
stetige, stiickweise lineare Funktion von xz. Und analog verlauft der 
Nachweis, daB iiberall Stetigkeit nach y herrscht. 

Weil jeder Streifen 4,, und Z,, nur endlich viele Pyramiden tragt, 
ist ferner f,(z,y) im Inneren jedes Streifens 4 und Z zweidimensional 
stetig, d. h. aber es ist stetig in den Punkten von U, 1 V,. 

Und schlieBlich ist f,(z,y) unstetig auf A,-B,. Denn ist P ein 
beliebiger Punkt von A,-B,, so ist {(P)=0. In jeder Umgebung von 
P aber gibt es einen Punkt P, von C,, fiir welchen f(P,) = i ist. Es 


ist somit w[f,, P] = =: 
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Nach dieser Vorarbeit werde 
f(x,y) =>) f(a, y) 
k=1 


gesetzt. Die Reihe konvergiert gleichmaBig im ganzen Intervall J, woraus 
folgt, daB f(z, y) iiberall in J stetig nach x und y ist, und zweidimensional 
stetig in allen Punkten von U + V. 
Ist aber P ein Punkt von A-B, so gibt es ein kleinstes k = k, derart, 
ky-1 
daB P mu A,,-B,, gehért. Dann ist zunichst > f.(#, y) stetig im 
k=1 


Punkte P. Ferner ist .)’f,(P)=0. Ist schlieBlich P, ein beliebiger 
k=k, 


Punkt von C,,, so ist > fe(P,) = a , weil f,,(P,) = i ist. Nun ist P 
k=k, 


Haufungspunkt von C,,, woraus folgt, daB w([f, P] > i ist. f(x, y) ist 


somit iiberall unstetig auf A-B; die Menge U | V seiner Stetigkeitspunkte 
hat den Inhalt Null. Nimmt man dieses Ergebnis zusammen mit dem 
Satz des § 2, so ergibt sich die Merkwiirdigkeit, daB UtV _ eine 
zweidimensionale Nullmenge darstellt, die auf jeder stetigen Kurve 
C:{x = y(t); y = p(t)} tiberall dicht liegt. 


Késlin, den 30. November 1919. 


(Angenommen Dezember 1919.) 








Uber fixpunktfreie topologische Abbildungen 
geschlossener Flichen. 


Von 


J. Nielsen in Hamburg. 


Brouwer hat zu wiederholten Malen*) den Satz bewiesen, daB eine 
eineindeutige und stetige oder, wie Brouwer kurz sagt, ,,topologische“ 
Abbildung einer Kugelflache auf sich selbst mit Erhaltung der Indikatrix 
mindestens einen Punkt fest l4Bt. In einer kiirzlich publizierten Note*) 
weist Brouwer nach, da8 diese Eigenschaft, bei allen topologischen Ab- 
bildungen mit Erhaltung der Indikatrix mindestens einen Fixpunkt zu 
ergeben, unter allen geschlossenen zweiseitigen Flachen allein denjenigen 
vom Typus der Kugel zukommt, wahrend topologische Abbildungen ohne 
Fixpunkt mit Umkehrung der Indikatrix bei jeder geschlossenen zwei- 
seitigen Flache méglich sind. 

Im Folgenden soll gezeigt werden, daB die von Brouwer in der 
letzteren Note angewandte Methode, wenn man statt mit aufgesetzten 
Henkeln mit aufgesetzten Mébiusschen Bandern operiert, fiir die einsei- 
tigen Flachen ein analoges Resultat in einheitlicher Weise liefert; aus 
diesem folgt sodann der Brouwersche Satz fiir die zweiseitigen Flachen, 
indem man dieselben zwei-eindeutig auf einseitige Flachen abbildet. Dieses 
Ubertragungsprinzip verwendet auch Brouwer, um zu zeigen, daB bei 
jeder topologischen Abbildung der projektiven Ebene auf sich mindestens 
ein Punkt fest bleibt*). 


*) Zuerst Amsterdamer Berichte 17 2, S. 741ff. (holland. Ausg.). Der ein- 
fachste Brouwersche Beweis wurde von Hadamard in der zweiten Auflage der ,,In- 
troduction & la théorie des fonctions“ von Tannery mitgeteilt. Einen weiteren ein- 
fachen Beweis gibt neuerdings B. v. Kérékjart6é in den Math. Ann. 80, 8S. 30—82. 

*) Sur les points invariants des transformations topologiques des surfaces. 
Comptes rendus 168, S. 1842 (26. Mai 1919). : 

*) Amsterdamer Berichte 17 2, 8. 752. 
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§ 1. 
Zur topologischen Definition einer Flache dient die Charakteristik 
K=2p+k+r-2. 

Dabei bedeutet r die Anzahl der Randkurven, ferner & die Anzahl 
der einrandigen und p die Anzahl der zweirandigen Riickkehrschnitte, 
welche keinen Punkt untereinander oder mit den Randkurven gemeinsam 
haben, und nach deren Ausfiihrung die Flache auf einen schlichten Be- 
reich der Ebene ausgebreitet werden kann (Maximalzahlen nicht zer- 
stiickelnder Schnitte.) Bei geschlossenen Flachen, wie sie im Folgenden 
allein betrachtet werden, ist r—(, bei zweiseitigen k = 0 und also bei 
zweiseitigen geschlossenen K gerade. Bei einseitigen Flachen kann man 
je zwei einrandige durch einen zweirandigen Riickkehrschnitt ersetzen, so 
da8B die Verteilung der Einheiten von K auf 2p und & nicht fest ist. 
Die Anzahlen r und K und die Eigenschaft der Zweiseitigkeit bzw. Ein- 
seitigkeit ygeniigen zur topologischen Charakterisierung der Fliche. 

Auf einer Kugelflache F bedeute — > syst 5 die geographische 
Breite und g(mod 22) die geographische Lange. F hat die Charakteristik 
K(F)=—2. n=2 sei eine ganze Zahl. Um den Punkt y=0, p= 0 
schlage man auf F einen Kreis x, mit einem Radius, der einer Winkel- 
éfinung < entspricht, und schneide das Innere desselben aus F' aus. 
Das so entstehende Loch schlieBe man wieder, indem man den Randkreis 
mit der Randkurve einer gelochten Boyschen Flache, also eines Mébius- 
schen Bandes B,, Punkt fiir Punkt vereinigt. Die so entstehende ge- 
schlossene Flaiche F, besitat einen vom Mébiusschen Bande herriihrenden 
einrandigen Riickkehrschnitt und also die Charakteristik K(F,) = —1. 
Den gleichen ProzeB fiihre man an den Punkten y=0, p= =, 
2.0%, weep (W — 1). aus. Von den dabei verwendeten Kreisen x, , x,,.--, *n—1 
haben nach der Wahl des Radius nie zwei einen gemeinsamen Punkt. 
Die so entstehende Flache F, hat n einrandige Riickkehrschnitte, also 
K(F,)=n—2. Nun unterwerfe man zunichst den Teil von F,, der 
aus Punkten der urspriinglichen Kugelfliche F besteht, der Abbildung 
y’=—y, » =et+ ad Diese hat keinen Fixpunkt, und durch sie wird 
%, auf x,, x, auf x, usw., endlich x,_; auf x, abgebildet. Diese Abbil- 
dung setze man stetig auf die schlieBenden Mébiusschen Bander fort, 
indem man B, auf B,, B, auf B,,..., By-, auf B, umkehrbar eindeutig 
abbildet. Die einseitige Fliche F,, fiir die K(F,,)—=n—22>0 ist, ist 
also einer topologischen Abbildung auf sich ohne Fixpunkt unterworfen 
worden. 











J. Nielsen. Fixpunktfreie Abbildungen. 


§ 2. 

FaBt man die beiden Seiten, die man in der Umgebung jeder Stelle 
auf der einseitigen Fliche F, unterscheiden kann, als getrennte, iiber- 
einander liegende Blatter auf, so schlieBen sie sich zu einer geschlossenen 
zweiseitigen Fliche F,; zusammen‘). Diese hat die Charakteristik 
K(Fs)=—2K(F,)°). Jedem Punkte P von F,, entsprechen iibereinander- 
liegende Punkte P, und P, von F;, dem Bildpunkt P’ von P die iiber- 
einanderliegenden Punkte P; und P.. Durch die Festsetzung, da fiir 
einen bestimmten Punkt Q von F, der Punkt Q, von Fx dem Punkte Q: 
zugeordnet wird, ist bei stetiger Fortsetzung aus der topologischen Ab- 
bildung von F,, auf sich eine ebensolche von F, auf sich bestimmt. Eine 
zweite aber wird dadurch bestimmt, daB Q, dem Punkte Q: zugeordnet 
wird. Und zwar ist die eine dieser Abbildungen von F, auf sich eine 
solche mit Erhaltung der Indikatrix, die andere eine solche mit Umkeh- 
rung der Indikatrix. Denn eine Indikatrix in Q, iibertrigt sich auf zwei 
sich deckende Indikatrizes in Q,; und Q,. Diese entsprechen aber ver- 
schiedenen Indikatrizes von Fy, da sich eine Indikatrix auf F, langs 
eines Q, mit Q, verbindenden Weges {von dem einen ins andere Blatt) 
umkehrt. Ein Fixpunkt bei einer dieser beiden Abbildungen von Fy 
miiBte auch ein Fixpunkt bei der Abbildung von F,, sein, kann also nicht 
existieren. Ff besitzt also topologische Abbildungen auf sich ohne Fix- 
punkte, sowohl mit Erhaltung als auch mit Umkehrung der Indikatrix. 
Dabei ist fiir n—2,3,4,... die Charakteristik K (Fy) —2K(F,) 
= 2(m —2)=0, 2, 4,... 

Es fehlt noch die zweiseitige Flache der Charakteristik —2. Ersetzt 
man auf der Kugel jeden Punkt durch den diametral gegeniiberliegenden, 
so hat diese die Indikatrix umkehrende Abbildung keinen Fixpunkt. 


Friedrichshof, im August 1919. 


*) Dies ist die Kleinsche Auffassung der einseitigen Flache als ,Doppelflache*. 
Vgl. auch W. Boy, Math. Ann. 57. 
*) Vgl. Boy, |. c 


(Angenommen September 1919). 


Uber ganze transzendente Funktionen mit reellen 
Nullstellen. 


Von 
N. Kritikos in Konstantinopel. 


Einleitung. 

Ein altes Problem der Algebra, welches um die Mitte des vorigen 
Jahrhunderts seine Lésung gefunden hat, bestand darin, zu entscheiden, 
ob eine algebraische Gleichung mit reellen Koeffizienten durchweg reelle 
Wurzeln besitzt oder nicht. Das Kriterium dafiir kann bekanntlich folgender- 
ma8en formuliert werden. 

Es sei g(x) ein reelles Polynom vom Grade n>1, das im Null- 
punkte z = 0 nicht verschwindet, und man bezeichne mit s, fiir k=0,1,2,..., 
die Summe der — k-ten Potenzen seiner Wurzeln, wonach um «= 0 die 
Gleichung gilt: 


g' (x) _ 
g(a) 





: 
— 8, — & 2 — 6, 2* — 


** "5 


damit g(x) lauter reelle, einfache Wurzeln besitze, ist notwendig und 
hinreichend, daB seine Koeffizienten folgenden n Ungleichungen geniigen: 


>0 (k= 1,2,..., n). 
| S-18,... 8ozp—9 


Dieses Resultat hat Herr J. Grommer in seiner Géttinger Dissertation’) 
auf ganze transzendente Funktionen endlichen Geschlechts iibertragen, 
indem er u. a. folgenden schénen Satz bewies: 


Grommerscher Satz: Es sei g(x) eine reelle ganze transzendente 
Funktion, g(0)+ 0, und es werde 


) Siehe Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 144, S. 114. 
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(1) g(x) 
gesetzt. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB g(x) 
unendlich viele, durchweg reelle Nullstellen hat und zugleich bis auf 
einen Faktor e~7**" (y >) vom Geschlecht < 2m—1 (m> 1) ist, be- 
steht in folgenden unendlich vielen Ungleichungen: 


.-) 





=— 8, — 6&2 — 82"... 


82m S2m+1 +++ Sam+k—1 
8: 1 82 @--- & k 

(2) ” wid - >0O0 (¢=—1,2,8,...). 
| S2m+k—1 S2m+k --- 82m+2k—2 


Man kann dies auch so aussprechen: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung besteht darin, daB die quadratische Form 


(F,) D>) tmsise t,t, 
£k=0 
der r+-1 Variablen u,, u,,..., u, fiir alle r>0 positiv definit ist. 

Herr Grommer verfahrt beim Beweise folgendermaBen: Er geht von 

der Kettenbruchentwicklung aus, welche*) der Potenzreihe 

Sam2~* + 83m412-* + «-. + Samee2z Ft +... 
entspricht, konstruiert aus der Reihe ihrer Naherungsbriiche eine Folge 
von rationalen Funktionen, die , ‘ ‘2 
Stieltjessche Integrale dar. Unter diesen trifft er nach dem Hilbertschen 
Diagonalverfahren eine Auswahl, von der er nachweisen kann, da8 sie 
gegen ein Stieltjessches Integral konvergiert. Dieses Integral stellt somit 
g’ (2) 
9 (2) 
leicht ableiten. 

Sofern man nun zum allgemeinsten Resultat der Grommerschen Arbeit 
gelangen will, seheint die angedeutete Methode unumginglich zu sein. 
Beschriankt man sich aber nur auf den formulierten Satz, den man wohl 
fiir das schénste Ergebnis der sinnreichen Untersuchung halten kann, so 
1a8t sich ein wesentlich einfacherer Weg beim Beweise einschlagen, der 
ohne Integraldarstellung und Auswahlverfahren zum Ziele fiihrt. Die 
Notwendigkeit der Bedingung (2) leuchtet namlich sofort ein, und was 
ihre Hinlanglichkeit betrifft, so kann man zunichst mit Hilfe der appro- 
ximierenden rationalen Funktionen die Realitat der Nullstellen von g(x) 
und eine obere Schranke 2m fiir das Geschlecht nachweisen; dadurch wird 





approximieren, und stellt sie durch 





dar und aus dieser Darstellung la8t sich der oben angegebene Satz 


*) Siehe C. Jordan, Cours d’Analyse I (3. édit.), 8. 375. 





~~ |< 
_— 
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es dann méglich, den iibrigen Teil der Behauptung durch elementare 
Schliisse zu erledigen. Auf diesen Gedanken machte mich Herr Dr. G. Pélya 
aufmerksam, und seiner freundlichen Anregung folgend, befaBte ich mich 


mit der Untersuchung, deren Ergebnisse den Gegenstand der vorliegenden 
Arbeit bilden. 


§ 1. 
Beweis der Notwendigkeit. 


Wir beginnen mit dem Nachweis der Notwendigkeit. 


Es sei also g(x) (g(0) +0) eine reelle ganze transzendente Funktion 
mit unendlich vielen, durchweg reellen Nullstellen; sie sei ferner gleich 
dem Produkte einer ganzen Funktion vom Geschlecht < 2m—1 und der 
Funktion e-7**", wobei y > 0. Es ist dann zu zeigen, da8 die quadratische 


Form 
r 


p w 
(F,) > Sam+i+k U; U, 
i,k=0 


fiir jedes r > 0 positiv definit ist. 


Beweis. Die gemachten Voraussetzungen lassen sich in folgende 
Formel zusammenfassen : 








bad © 6... ¢— 
(8) g(a) — ernst J (12) and 
dabei ist P(x) ein Polynom vom Grade < 2m — 1, a, reell und po 
konvergent. Aus dieser Gleichung folgt vat % 
4 “y 1 2m-? 
= Sat t—— P'(2) + 2myate +3 Xf +,-1-4--- Sas 





Pie) amretens Se +...) 


v=1 a, ¥ 


woraus durch Koeffizientenvergleichung sich ergibt: 


ron = amy +>'—! o™’ 


v= “y 


7 1 . 
= 2 fir n>2m+1. 
Somit gilt 
J incest = mre + (Saha), 


tk=0 4,k=0 % 
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r ; = 1 1 Tr “ 
(4) 2) tamsise thy = 2m us + DS! aa (tot B+ + 3) ; 


i, £=0 v=! ¥ 


Die rechte Seite dieser letzten Formel ist fiir alle reellen Werte der 
Variabelen u,, u,, ..., u, als Summe von nicht-negativen Zahlen selbst > 0. 
Ist sie fiir ein spezielles Wertsystem uu, ...,u gleich Null, so mu8 


-(z-)=0 (vy = 1, 8, 8,...) 
sein, unter /,(2) das Polynom 


f(z) =u + uPa+...+uMazr 
verstanden. Nun gibt es in der Wertfolge 





- 
o> (y= 1,2, 3,...) 


nach Voraussetzung unendlich viele verschiedene Werte. Das Polynom 
f(x) verschwindet also fiir unendlich viele verschiedene Werte z, folglich 
verschwindet es identisch, und das Wertsystem (u{”, u{, ..., u\%), welches 
die Form (F,) zu Null machen soll, ist kein anderes als (0,0,..., 0); 
d. h. aber: (F,) ist positiv definit, w. z. b. w. 


Beneshihe Indem man das Bewiesene auf die meromorphe Funk- 
tion ae, bezieht und iiberlegt, auf welche ihrer Eigenschaften es beim 
Beweise ankommt, gelangt man sofort zu folgendem Ergebnis: 

Ist f(z) =—8, —8,2—8,27—... 


eine reelle, im Nullpunkte regulare meromorphe Funktion mit unendlich 
vielen reellen Polen und positiven Residuen, welche eine Mittag-Leffler- 
sche Partialbruchdarstellung 





—- 2m —2 

—_ . 2m—1 1 3m—2 _ z. Jj y’ LU = 6 
f(z) = ce +¢, 2x ee oe Aa a ek 
y=1 y 


(c>0), besitzt, so ist die quadratische Form (F,) fiir alle r>0 
positiv definit. 
Dieselbe SchluBweise ergibt weiter: Hat f(2) nur endlich viele Pole, d. h. 
PA 
‘ A, 
ist f(a) eine rationale Funktion der Gestalt — f(z) = s’ —, wobei 


hom 
vy=l1 


A,> 0 und «, reell und +0, so ist die Form (F,), in der man m = 0 
und 82 == 8 = N zu machen hat, nicht mehr positiv definit, wohl aber 
positiv definit oder semi-definit fiir alle r>0. 

Zwei analoge Resultate erhalt man seltbstverstandlich, wenn man an 
Stelle von x=0 den Punkt z= oo als regularen Punkt fiir f(x) vor- 
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aussetzt. Wir wollen dasjenige anfiihren, welches sich auf ein rationales 
f(z) bezieht, weil es eine von uns weiter unten bendtigte Folgerung liefert. 


Satz: Es sei 
A, 
(= 2%, 
eine rationale Funktion mit reellen Polen und positiven Residuen; sie 
habe um z= co die Entwiklung 


f(z) = > tet, 
k=0 


Es ist dann fiir alle r>0 die quadratische Form 
r 
4 

» tisk U; U, 

, k=0 


au 
positiv definit oder semi-definit. 


Folgerung. Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes gelten 
fiir die t, die Relationen 


ter 0, teaterse—teevi®O (k=0,1,2,...). 


Der Beweis ergibt sich sofort aus dem positiv definiten oder semi- 
r 


definiten Charakter der quadratischen Form a tis, Uy Ux. 
ik=0 


§ 2 
5 «. 


Elementarer Teil des Beweises der Hinlanglichkeit. 


Wir gehen jetzt dazu iiber, die Hinlanglichkeit der Bedingung (2) 
darzutun. Einen Teil dieser Aufgabe kénnen wir, wie angedeutet, durch 
einfache, vorwiegend algebraische Betrachtungen erledigen, und das wollen 
wir in diesem Paragraphen vorwegnehmen. 

Wir setzen voraus, die reelle ganze transzendente Funktion g (x) (g (0) + 0) 
geniige den Bedingungen (2), so daB die Form (F,) positiv definit ist. 
Uberdies nehmen wir an, daB g(x) durchweg reelle Nullstellen c, und ein 
endliches Geschlecht < 2m (wobei m>1) besitzt. Dann behaupten wir 
folgendes: 

1. Die Nullstellen von g(x) sind in unendlicher Anzahl vorhanden. 


2. Die Summe yoy As ihrer — 2m-ten Potenzen ist konvergent. 
« 


¥ ¥ 


3. Wenn der Exponentialfaktor von g(x) das Geschlecht 2m erreicht, 
dann ist der héchste Koeffizient des Polynoms im Exponenten negativ. 
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Beweis. 1. Unseren Voraussetzungen gemaB 1aBt sich g(x) folgender- 
maBen darstellen: 


(3”) g(z)— erm-ret™ TT (1 — =)” faa”, 


v= 


dabei ist P(x) ein Polynom vom Grade <2m—1 und y eine reelle 
Konstante. Wir schlieBen daraus: 


g’(z) — = 2?™ti 
ec, = 2 tenet — P’ (x)+2myz? +3) | Son ree} aevit: 





und durch Koeffizientenvergleichung: 


Sam = 2my, a, = >) — fir n=>2m-+1. 
r=i 


La 


Somit gilt 
4) Zi rmrcamn—2mreg+ 3) 3 at 
#,k=0 o £2, 6 


wrat 3 (ute +3)-s} 


Ware nun die Anzahl der Nullstellen endlich, etwa gleich N >0, so 
bekamen wir fiir u, = 0 
= 0, falls V —0 





r r N 
D, emsise jth, = >) Srmsise t,t, = >" : of +...+ =) falls N>1, 
«? 


i.k=0 ék=1 v=1 %, 
und hieraus leuchtet sofort ein, daB, sobald r>N angenommen wird, 
sicher Wertsysteme 

(u,, U,,---, U,) (0, 0,..., 0) 


gefunden werden kénnen, fiir welche die ccateitiali Form (F,) ver- 
schwindet. Dieselbe wire also nicht definit, in Widerspruch mit unserer 
Voraussetzung. 

2. g(x) besitzt demnach unendlich viele Nullstellen; wir denken sie 
uns nach monoton wachsendem absolutem Betrage numeriert und schreiben 
unsere Formel (4’) wieder hin: 


pele Mee 2myus+ 3 aa {(4 +2 att “)—s 


t,=0 
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unter f,(z) das Polynom 


(5) f, (2) =U, + u,e+...+u,2° 
verstanden. Wir wahlen jetzt das Wertsystem (u,, u,,..., u,) derart, da8 
(6) f.(z)=(1—a,2)(1—a,z)...(1—«,2) 
wird. Dann gilt oot, 
1 1 1 
f.(=) =f,(=)=-.-=4(S) =0 
und fir »>r-+1 
1 Gy &, { 
f.(=) =(1-#) (1-$)..-1-3), 
also 
(7) 0<f,(+) <1. 


Die quadratische Form (F,) erhalt fiir dieses Wertsystem der u den Wert 


amr 3 get 3 ane (2) 1} 


In diesem Ausdruck ist die letzte Summe wegen (7) etwas Negatives, 
also ist der Wert der Form (F,) 


r 


v= 





Wire nun die Summe 
dei 
v= “y 
divergent, so wire fiir hinreichend groBe r obige GréBe (8) etwas Nega- 
tives und die Form (F,,) entgegen unserer Annahme negativer Werte fahig. 


Also muB : konvergent sein. 
«?™ g 
r=1 r 





3. Gestiitzt auf das Vorangehende kénnen wir jetzt der Produkt- 
darstellung unserer ganzen Funktion g(z) die Gestalt 
g2m—i 


4 am-—1 
(2m —1) a, 


ee 


fja 


(8) g(a) er-re* JT (1-2) 


v=1 
geben, wobei natiirlich die reelle Konstante y einen andern Wert hat als 
in (3’). Fir die Form (F,) gilt nun genau wie in §1 die Gleichung 


- 7 1 2/1 
(4) Dy Bim si+e tite = 2myus + D) se he (=), 


¢,k=0 y=1 "se 
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unter /, (x) das Polynom (5) verstanden. Hierin setzen wir fiir (u,,u,,..-, %,) 
das oben durch (6) definierte spezielle Wertsystem ein und bekommen als 
entsprechenden Wert der positiv definiten Form (F,) die positive GréBe 


amy + St f(2). 


a 
v=r+1"y - 


Diese GréBe hangt natiirlich von r ab; sie strebt fir r—-+ oo, da 





nach (7) fe (+) | <1 und Zz ; konvergent ist, gegen den Limes 2my. 
vy=1 


2m 
a, 


Folglich ist dieser Limes > 0, woraus y > 0, w. z. b. w. 

Damit haben wir unser erstes Ziel erreicht, und es ist jetzt klar, daB 
wir unsere Aufgabe vollstandig gelést haben werden, sobald wir zeigen, 
daB eine reelle ganze transzendente Funktion g(z)(g(0) +0), welche die 
Bedingungen (2) erfiillt, notwendig lauter reelle Nullstellen und ein Ge- 
schlecht <2m hat. Zu dem Ende reichen die in diesem Paragraphen 
angewandten elementaren Uberlegungen freilich nicht aus. Wir miissen, 


mit Herrn Grommer, oe durch eine Folge rationaler Funktionen an- 
nihern. Wir haben uns daher im folgenden zunichst mit der Definition 
und der Besprechung der Eigenschaften dieser rationalen Funktionen zu 
beschaftigen; dabei werden wir bestrebt sein, der Untersuchung neue Seiten 


abzugewinnen. 
§ 3. 
Naherungsbriiche von Potenzreihen. 


Wir gehen von einer beliebigen Potenzreihe mit reellen Koeffizienten 


(9) g2)—2+44+...4+ 54... 

aus, fiir die nur folgende unendlich viele Ungleichungen gelten: 
th t... tgs | 

(10) Ti=|* %---% |>50 (n—1,2,3,...), 
BRS sap, 


und die fiir -+ 0 nicht zu konvergieren braucht. Wir ordnen ihr eine 
Folge von rationalen Funktionen 
P, (z) 
Q, (2) 
nach MaBgabe folgender drei Bedingungen zu: 
1. P,(z) ist ein Polynom (m —1)-ten Grades und von der Form 


P,, (2) = t,3*-'*+ p™ ,2*-*+...+ pm. 





(m =1, 2,8,...) 
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2. Q,(z) ist ein Polynom n-ten Grades und von der Gestalt 


Q,,(2) = 2" + gm 29-2 +... + gm, 


8. Die Entwicklung von oe um z=oo stimmt mit 8 (>) min- 


destens bis zum Gliede %, ,2~®" inkl. iiberein, oder in Zeichen aus- 
gedriickt: wenn 





Py(z) yr &” 
(11) Q, (2) Set 





gesetzt wird, so mu8 
: ant, oi, tin-1= ben (n= 1,2,...) 
sein. 
Zeigen wir zunachst, da8 diese Zuordnung wirklich méglich ist. 
Zur Bestimmung der g™ und p™ haben wir die rein formal zu ver- 
stehende Gleichung 
1 P(t)  ‘sn—Sn , ten+1—en 
9(1)- Bi - Seas eRe. 





Zz 


welche die 3. Bedingung ausdriickt und auch so geschrieben werden kann: 


(n 
t.—tyy 


(12) B (5) @, (2) — P, (2) = ena 


ett 





Indem wir die Koeffizienten von z-', z~*, ..., 2~" rechts und links 
miteinander vergleichen, bekommen wir folgende m lineare Gleichungen 
fiir die g™ (wir lassen der bequemeren Schreibweise halber die oberen 
Indizes bei den g™ fort): 


Yo by +4, 8, +.---+,-1 ba-1 + t, = 0 
(18) Jot, +, by +--+ + Opa bn + tess =0 


I t,- 1 + q ty + eee + Gn—1b2n-2 + ten—1 = 0. 

Diese Gleichungen definieren die gq eindeutig, da die Determinante 
des Systems nach (10) +0 ist. Nachdem die qg so bestimmt worden 
sind, brauchen wif nur die Koeffizienten der positiven Potenzen von z (ein- 
schlieBlich z°) auf beiden Seiten von (12) miteinander zu vergleichen, um 
folgende die p\*’= p, eindeutig bestimmende Gicichungen zu erhalten: 


bo In—1 + t = Pa-2 
by Qn -2 +- t Vn-1 + t, - Pa-s 


» wile) ae OR eo ee te ee hee 


(14) 


Nun sind die beiden obigen notwendigen Gleichungssysteme (13) 
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und (14) augenscheinlich auch hinreichend; die in Aussicht gestellte Zu- 
ordnung ist also méglich, und die angefiihrten drei Forderungen legen sie 
eindeutig fest. Unsere auf diese Weise definierten rationalen Funktionen 
sind reell und haben um z= co die Entwicklung 


P(z) wth” ¢ te 


0 t, ton 1 
(11) Qa(e) geet ig tae T 7 ers 








Zur Ermittelung des Wertes von ¢;% vergleichen wir in der formalen 
Identitat (12) die beiderseitigen Koeffizienten von z~*-1!; wir erhalten 
so die Gleichung 

Gotan + 9; naa t eee + Un—1 ben-1 +t, = ten — =. 
die wir mit den n Gleichungen (13) vereinigen, um aus ihnen die n GréBen 

















Yor +++» %_,—1 20 eliminieren. Dies ergibt die Relation 
oaks 
. 2a tv 
Yh Ww os «84 2 as @ 
bat by ban-2  ban-1 
te tasi---fan-1 tan — (ton — fen) 
oder 
T +1 77 (ten ra ty) T.= 0, 
woraus 
. 
Die Ubereinstimmung zwischen % (2) und der Entwicklung (11) von é a 
hért also beim (2+ 1)-ten Glied auf. 
Wir entwickeln nun eine Reihe von Folgerungen. 
I. Nach Definition gilt fiir n >1 
Past (2) _ P,(z) a ten— ti 
Quilt) Qy(2)  — 22ett Tay 
mithin 
a c 
Puss (2) Qu (2) — Pu (2) Qu+(2) = (ten — fn) ++... 
woraus sich die fiir das folgende fundamentale Formel 
z, 
(16) Pasi (2) Qn (2) i Pa (2) Quoi (2) = ten — ton = Tr 
T, 
ergibt. Wegen —>* + 0 folgt aus ihr insbesondere, daS P,,,(z) zu P, (2) 
n 


und Q,+:(z), Q,(z) zu P,(z) und Q,,:(2) relativ prim ist. 
Wir bemerken beilaufig, da8 aus (16) sehr leicht Rekursionsformeln 
fiir die P,(z) und Q,(z) gewonnen werden kénnen, die erkennen lassen, 
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da8 unsere é die Naherungsbriiche eines unendlichen Kettenbruches sind, 





namlich des Kettenbruches, welcher der Potenzreihe § (2) entspricht *). 

II. Wir stellen jetzt folgende Behauptung auf: 

Q.(z) hat nm reelle, verschiedene Wurzeln 

§n.1 < En.a Sunes Ena, 
und es gilt 
sign Q, (én,-) = sign Pa(ép,,) (vy = Se ais oak Oe 

Mit Riicksicht darauf, da8 alle unsere Polynome P,(z) und Q,(z) nach 
Konstruktion positive héchste Koeffizienten haben, ist der zweite Teil der 
Behauptung gleichbedeutend mit folgender Aussage: das Polynom P,(z) 
besitzt, genau wie das Polynom Q.. (z), » —1 reelle, verschiedene Wurzeln, 
welche diejenigen des Q,(z) trennen. 

Den Beweis wollen wir durch vollstindige Induktion erbringen. Zu- 
nachst ist unsere Behauptung fiir n —1 richtig; denn es ist 


t, 
P,(z)=t&, Q,(2)=2- i’ 
also hat Q, (a) eine reelle Wurzel = &,, und es gilt 
0 


sign Q; (&:.1) = sign P, (1,1) = +1. 


Nehmen wir zweitens an, das Behauptete treffe fiir irgendeinen Index n 
zu. Es ist dann 


(17) Pa (En. n) ~~ 0, P,(&s,0-1) < 0, sey sign P, (&,,1) —_ (— T giter 


Andererseits erhalten wir durch Einsetzen von z= 6, , in die Funda- 
mentalformel (16): 


T 
— Pa(En,+) Qn+1 (Gn,+) = a: >0 (wo 1,..., %). 





Folglich mu8 Q,:(z) mindestens eine Wurzel in jedem der n — 1 Intervalle 


€n,1 << 8< €n.a,-- +s n,n-1< 3 < bn, 
haben. Ferner ist nach der ersten Ungleichung (17) 
Tht 
Qn+1 (En, 0) = — TP, (0) <0, 


also mu8 Q,,1:(z), das ja fiir z= -+ co positiv ist, mindestens eine Wurzel 
oberhalb , , besitzen. SchlieBlich haben wir wegen der letzten Relation (17) 
° . Tat ) " 
sign Qn+1(&a.1) = sign (— T, P, (&,. 1) =(—1)", 


5) Vgl. Jordan, |. c. 
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wahrend doch 
sign Q,+1(— 00) =(—1)"** 

ist. Infolgedessen muB Q,,,(z) auch unterhalb &,,, eine reelle Wurzel 
haben. Man erkennt also, daB Q,,:(z) m-+1 reelle, einfache Wurzeln 

Gn+1.1 < Enta.a<--- < Ents, net 
besitzen muB, und da8 dieselben durch die Wurzeln &, , des Polynoms 
Q,(z) getrennt werden, was so ausgedriickt werden kann: 
(18) sign Qn (&a+1,+) = sign Qn+1 (En+1.¥): 


Wir gehen nun mit z = é,,,;,, in die Formel (16) hinein und erhalten 


T. 
Pass (En+1,%) Qn (En+1,+) = 7 > 0 (y=1,2,...,.m+1), 


woraus 
sign Pai (En+1,>) = signQn(Ensi,>) (¥=1,2,-..,+1); 
der Vergleich mit der Formel (18) liefert endlich 


sign Pas1(En+1,r) = SignQayi(Ensr,r) (v=1,...,m +1). 

Unsere Behauptung gilt also auch fiir den Index nm +1 in allen ihren 
Teilen, und damit ist der Induktionsbeweis erbracht. 

III. Aus dem eben Bewiesenen ergibt sich die Partialbruchzerlegung 














P, (2) . 
von @~) 
An.» 
ott = 3 Ae (n=1,2,...); 
dabei ist 
y _ Pain») > 0 
Qn (En, v) 
und ‘ 
2 An, = ty. 
sin (a) hat also reelle, einfache Pole und positive Residuen; folglich gelten 


fiir die Koeffizienten seiner Entwicklung (11) nach der Bemerkung im $§ 1 
die Relationen: 


we SO, te teseS (tae) ©6fir k—0,1,2,.... 


IV. Wir betrachten jetzt die Zahlenfolge, gebildet aus den Koeffizienten 


emer und derselben geraden Potenz von z in den Entwicklungen von 
P, (2) 


Qn (2) 
in Zeichen sili: 


oe<ti*” fir k>0 und n>1. 





(n=1,2,...). Wir wollen zeigen, da8 sie monoton aufsteigend ist, 
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Dazu brauchen wir aber einen Hilfssatz, von dem wir einen sehr eleganten 
Beweis nach Laguerre geben wollen‘). 


Hilfssatz. Es sei f(z) ein reelles Polynom n-ten Grades (n > 1), 
das lauter reelle Wurzeln besitzt, worunter mindestens eine +0; es sei 
ferner um z= ©o 


Fay — On 8—* + ngs 2-84 +... 


~ 


Dann gilt fiir alle k>1 
SIZN Gy42% = SIN dy. 
Beweis. Es ist fir k>1 


l (a, 2-" + ... + Gnian2e-*- 2k) f(z) + (Gn42n4127 n-8k-1 4 f(z) 
oder 
+ Gny1 27+... + Ong an 29) 2-* f (2) = 1— (Ons nn41 2-88? +...) 27* F (6) 
=I+cze-*-1+., 


Die rechte Seite dieser letzten Gleichung ist ein Polynom in z-', da es 
die linke ist; sein Grad ist notwendig > 2k-+-1, da nach unseren Voraus- 


setzungen die Entwicklung von ni unendlich viele von Null verschiedene 


Koeffizienten a enthalten mu8. Fiihren wir also z= z~! ein, so wird 
die rechte Seite der Gleichung 


, , . 1 
(Gq + Qayi2+...+ dn 242**) 2 (2) =1+cr*ti4,.. 


ein Polynom in z sein, dessen Grad mindestens 2k +1 betrigt. Es ent- 
halt mithin eine Liicke >2k und mu8 infolgedessen, nach einer be- 
kannten Folgerung aus der Descartesschen Zeichenregel, mindestens 2k 
imaginare Nullstellen aufweisen. Dasselbe gilt von der linken Seite der 
Gleichung. Folglich, da nach Voraussetzung x" f (2) fiir imaginiéres x von 
Null verschieden ist, mu8 das Polynom 


an + An+i1% + eee . an+ on z** 
‘ 
2k imaginére Wurzeln haben. Dies erfordert, daB erstens 


. Gn+az + 0 
sei und zweitens 


SIZN Gnio% = SIZN Ay, 


denn sonst waren von den 2k Wurzeln des Polynoms mindestens zwei 
reell. Damit ist der Beweis fertig. 





*) Siehe Laguerre, CEuvres I, 8S. 111. 
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Wenden wir nun den Hilfssatz auf unsere Frage an. Es ist nach 
Forme! (16) 
Pat+i(z)  Palz)_ Tn+1 1 
Qn+1 (z) Qa(z) Tn Qn (2) Qn+1 (2) 
oder auch nach (11) 








1 fis — fame Tees 
zintkti ~ Tn Qn(z) Qn+1(z)° 





k=0 


Das Polynom 
Qn (2) Quai (2) = 2**t'+... 


ist reell und besitzt 2n-+-1 reelle einfache Wurzeln, zest ist positiv; 
n 


folglich mu8 nach dem Hilfssatze 





(n+1) 


tonstz — tinsaz > 0 (k= 0, 1, 2,...) 
sein. Ferner gilt nach Definitionsbedingung 3. 


(n+1) 


tay = ti? = ti fiir k=0,...,2—1. 


Die Folge t/? (n =1,2,3,...) ist also wirklich monoton wachsend. 
V. Aus der vorangehenden Relation 
ti <i” (k>0, n>1) 


und der Definitionsforderung 3. in Verbindung mit der Tatsache, daB 
die #2 der Entwicklung von 





Pi(z)_ to 
q, (z) 2-2 
samtlich positiv sind, folgt 
0<ti Ste (k>0, n>1). 


Vergleicht man dies mit der in III. gefundenen Relation 
(tr+1)” Ste Bese, 


so erkennt man ohne weiteres, daB die Potenzreihen 


(0) “2a 











und 
Pa(z) yy &” 
Geta) ~ 7 (n=1,2,8,...) 
die Reihe ? 
g(t) $ tot t m4 
S()— 54 08R +... fe + Vine 


zur Majorante haben. 
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Damit schlieBt die Kette der Folgerungen, die wir bei beliebig ge- 
gebener Potenzreihe % (2) ableiten wollen, und wir gehen dazu iiber, zu 


untersuchen, was geschieht, wenn (2) als konvergent vorausgesetzt wird. 


§ 4. 
Naherungsbriiche konvergenter Potenzreihen. 


Es habe (=) das Konvergenzgebiet |z|>R. Wir wollen zeigen, 





da8 dann aes fiir n = -+ oo in der ganzen z-Ebene bis auf Punkte der 


Strecke —R<z<R der reellen Achse gegen $ (2) konvergiert. Dazu 

werden wir einen allgemeinen Hilfssatz vorausschicken; wir kénnten ihn 

freilich bei unserer speziellen Untersuchung entbehren, da er aber unseres 

Wissens noch nicht ausgesprochen worden ist, mége er hier mitgeteilt 

werden. Er ist das Analogon zu einem Satze iiber Folgen ganzer rationaler 

Funktionen, der von den Herren Pélya und Lindwart publiziert worden ist *). 
Hilfssatz. Es sei 


Any 

R, (2) . i—Cny 

eine Folge von rationalen Funktionen mit einfachen Polen a,, und posi- 

tiven Residuen A,,. Die Pole mégen simtlich in einer Halbebene der 

komplexen Ebene liegen, und die Folge mége in der Umgebung eines 

Punktes im Innern der anderen Halbebene gleichmaéBig konvergieren. Hs 

konvergiert dann die Folge iiberall im Innern dieser zweiten Halbebene, 

und zwar gleichmafig auf jedem darin gelegenen beschrankten Bereich, 
dessen Abstand von der Begrenzungsgeraden > 0 iat. 

Beweis. Wir diirfen offenbar ohne Einschrinkung der Allgemeinheit 
annehmen, da8 der Punkt, um den die Folge als konvergent vorausgesetzt 
wird, der Nullpunkt z= 0 sei, und daB die Gerade, welche die beiden 
Halbebenen voneinander trennt, die Richtung der reellen Achse habe (man 
braucht sonst nur eine ganze lineare Transformation auszufiihren). Es 
haben dann ohne Beschrankung der Allgemeinheit alle Pole a,, nach der 
Voraussetzung des Satzes einen imaginaren Teil 





(s=1,2,...); 





S(Gn,) 2d > 0. 
In |z|<d gilt die nee 
- Any 5 ee Any 
R,(2)=— 2 se Say s* — 


v=1 v=1 


®) Siehe Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 87 (1914). 
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Die Folge der R,(z) konvergiert nun nach Annahme in der Um- 
gebung von z= 0 gleichmaBig gegen einen Limes R(z); dieser Limes 
mu8 mithin nach dem WeierstraBschen Doppelreihensatz ebenfalls regular 
analytisch um z= 0 sein und eine Entwicklung 
R(s)=—c¢,—¢,2—¢,2*—... 


besitzen. Es wird ferner gelten 





Lim ye = Os (k=1, 2, 8,...) 
REO y= ner 
Insbesondere bleiben also 
. An» 
v=1 
und der imaginare Teil 
“ An» 
3(3 fa) 
v=1 


fiir n = oo beschrankt. Nun ist 





’ 


, n 
3| Ser). _ yrAnr 3 (anv) 
& On» |* 


also 





, e . 
| i a yA v3 (an) ie Vy An» 
3( a)! — 5 ar”. ad i 


| ;2 
v=1 ’ v=1 Xn» | 


Folglich bleibt 


ebenfalls beschrankt, und wir kénnen eine obere Schranke G@ fiir 
7 Any | d 
Za ‘aa un 


eS | | v=1 


. Any 

lene|* 

unabhangig von n, d.h. fiir alle nm >1, angeben. 
Wir schreiben jetzt R,(z) folgendermaBen: 


, Any 
R.(e)—=— >’ 4 
n\ } anyv—=z 
v=1 
n 
re (= + Anvz ~ Aa, z? ) 
am Dt 
oui any Gay Gay anv =Z 








n we n 
a Sa, Sage Stee 1 
v=1 ’ 


. y 
hn — a? — 


2 
2 
v=1 ny v=1 ny 
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Bewegt sich z in einem beschrinkten Bereich, der unterhalb der 
Begrenzungsgeraden Y(z)=d liegt und einen Abstand 46> 0 von ihr 
besitzt, so ist 

Se l 
\anr—s| < é 
und etwa 
|jze|<M. 


Folglich. gilt in dem fraglichen Bereich 


()\<| 4 +l aa + |e 2" ‘. ‘Any 1 


any | cn» |* av—2| 














<G+MG+4m*s, 


d.h. die Folge R,(z) ist daselbst gleichmaBig beschrinkt. Man kann 

also auf unsere Folge den bekannten Stieltjes-Vitalischen Konvergenzsatz *°) 

anwenden und so die behauptete gleichmaBige Konvergenz erschlieBen. 
Korollar. Sind alle Pole der 


R,(2)= 3) (An, > 0) 
r=1 


reell, und konvergiert die Folge um irgendeinen Punkt der komplexen 
Zahlenebene gleichmaBig, so konvergiert sie iiberall in der z-Ebene mit 
eventueller Ausnahme von Punkten der reellen Achse. Die Konvergenz 
erfolgt gleichmaBig auf jedem beschrankten Bereich, dessen Abstand von 
der reellen Achse > 0 ist. 

Der Beweis leuchtet ohne weiteres ein. 


Wir kehren jetzt zu unseren rationalen Funktionen Pa(2) suriick 


Qn (2) 
welche der in |z| > R als konvergent vorausgesetzten Potenzreihe % (2) 
entsprechen. Sie haben nach § 3 III lauter reelle, einfache Pole und zu- 
gehérige positive Residuen. Wir behaupten nun, da sie im Konvergenz- 
gebiet 





|jz|>R 


gegen B (+) konvergieren, und zwar gleichmaBig in jedem kleineren Gebiet 
um z=oo. Daraus folgt dann nach dem Korollar, daB sie iiberall in 
der z-Ebene konvergieren mit Ausnahme von Punkten der reellen Strecke 
—R<z<R, und awar gleichmaBig auf jedem beliebigen, jetzt auch 


®*) Siehe C.Carathéodory und E. Landau, Beitrige zur Konvergenz von Funktionen- 
folgen, Sitzungsberichte der PreuBischen Akademie 1911, S. 588—589. 
8 
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unbeschrankten Bereich, der nur eine von Null verschiedene Entfernung 
von der obigen Punktmenge 
—-R<zcR 
hat. Infolgedessen liefert ihr Limes eine analytische Fortsetzung von 
xR (2) tiber | z| > R hinaus. 
Beweisen wir nun die ausgesprochene Behauptung! 
Es gilt zunichst nach der dritten Definitionsbedingung fiir die £*‘?) 








Q(z) 
Lim ty” = t (k= 0,1, 2,...). 
Ferner ist nach § 3 V die Potenzreihe 
BC) $ +8... 
eine Majorante sowohl von £ (2) als auch von 
é ©. s(n) 
a) (wn =1,2,8,...). 


k=0 


Diese Majorante konvergiert aber natiirlich in demselben Gebiet 


« 
\z|>R wie & (2) ~s 4 55° Die Potenzreihen fiir aa konvergieren 





also koeffizientenweise gegen die Potenzreihe — (=) fiir n = co und haben 


simtlich eine in |z| > R konvergierende Majorante. Folglich, nach einer 
bekannten SchluBweise’*), konvergieren die durch sie dargestellten Funk- 
tionen ou daselbst gegen die Funktion ( +) fir m=oo, und zwar 
gleichmaBig in jedem kleineren Gebiet |z| > R, > R um z=oo. 

Wie wir beilaufig bemerken wollen, geht aus dem Bewiesenen hervor, 


da8 simtliche Pole der oe ,n>1, auf der Strecke —R<2z< R liegen. 


Daraus schlieBt man, daB R > 0 sein muB, d. h. unter den angenommenen 
Bedingungen (10) kann § (=) keine ganze transzendente Funktion von _ 
darstellen. 








§ 5. 
Beweis der Hinlanglichkeit. 


Es bleibt uns jetzt iibrig, die gewonnenen Resultate fiir unsere Auf- 
gabe zu verwerten. Dieselbe wurde am Ende des § 2 auf folgendes 
reduziert: 


*) Vgl. C. Carathéodory und E. Landau, |. c., 8,590, Hilfssatz 1. 
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Es sei g(x) eine reelle ganze transzendente Funktion, die im Null- 
punkte nicht verschwindet und den Bedingungen (2) 


82m Someta *** Samtn—a | 
8 8 a ae 
om +4 om +2 om +k 
(2) 1. ” vs >0 
Sam+k—-1 Samtk **° a 


fiir eine ganze positive Zahl m und alle k>1 geniigt. Es ist dann zu 


zeigen, daB g(x) nur reelle Wurzeln besitzen kann und vom Geschlecht 
< 2m ist. 


Beweis. Wir setzen z= .. Die Potenzreihe 





(19) p (=) — te 4 te, 


hat ein Konvergenzgebiet |z| > a. wenn FR der (nicht verschwindende) 
Konvergenzradius von 





—_— 2 
y = — 4 — &e— 82° — 


ist. Der Potenzreihe (19) entspricht nach §3 und §4 eine Folge von 
rationalen Funktionen 


P, (z) An» 


(20) Q.(2) z—§,,’ Fur reel, An, > 0, J Ane =m 








die fiir moo in der z-Ebene iiberall bis auf Punkte der Strecke 
7 <zs k konvergiert, und zwar, wie wir jetzt hinzufiigen kénnen, 


gegen die meromorphe Funktion f,(z), welche durch (19) definiert wird. 


Also kann diese Grenzfunktion /,(z) nur reelle Pole haben. Dasselbe 
muB8 fiir 


f(z)=8,+ +... + 3a + A) 
gelten. f(z) ist aber nichts anderes als 


,(1)\ 
g \z/ . 


—-— 
a\) 
folglich hat aie) nur reelle Pole und somit g(x) nur reelle Nullstellen. 
Der erste Teil unserer Aufgabe ist somit erledigt. 

8° 
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Wir setzen jetzt 


l 
Pa(=) 
\ 
~~ . | y2m-23 1 gam—2_ ** 
(21) R, (2 8, + 42+... +8... a9*-8 + gm “Ti 
@\3/ 
Es ist dann nach obigem 
"(zx 
Lim R, (2) = cr. 
n=« g(z) 


und zwar in der ganzen zx-Ebene, ausgenommen Punkte des auBerhalb 
|| < R gelegenen Teiles der reellen Achse. Die Konvergenz erfolgt iibrigens 
gleichmaBig in jedem beschrankten Bereich, dessen Abstand von der Punkt- 
menge 
—o<2<—R, R<2<+0 
der reellen Achse von Null verschieden ist. Es sei nun z ein beliebiger, 
im Endlichen und auBerhalb dieser Punktmenge gelegene Punkt. Der 
Radiusvektor 0z vom Nullpunkt 0 nach z ist ein Bereich, auf dem 
gleichmaBige Konvergenz stattfindet; folglich gilt 
 y* (a) - 


=z 
—— és Lim R, (dz fr (z)dz 
: @ (2) =e ss . 


He) _ = Lim e” 
g(0) ane 


Nun ist nach (21) und (20) 








n 
‘ -2a = 7 An,» 
R,(z)=— 8, —...— 8,,,., 2" 2 yim 2 7 , 3 
- — aie n,r 

. Aa, 

a — 7Im—1 , 

P(z)—2z er ap 
v=1 


unter P(z) ein festes Polynom vom Grade < 2m — 2 verstanden. Diese 
Gleichung formen wir leicht um: 


R, (x) = P(x) — a al 


v=1 "n,y 1(1—2éq, +) 


- P(2)— Se | — eege 








oonard ne 1—zEn,» 1—zén,» 
n A . 
’ +} —én> se 
- P(z)+ > <T {RE + bao tethe tte “at: 
v=1 "a,Y ° 


dabei wurde stillschweigend angenommen, daB alle &,,(7 =1, 2, ..., n) 
von Null verschieden seien; sollte aber ein &, ,—0 sein, so ist das ent- 
sprechende sinnlose Glied in der Summe selbstverstandlich durch — A, , 22™-1 
za ersetzen. Aus der letzten Formel ergibt sich jetzt 
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z i f (xén,»)* (x én y2 Pt) 
/ ' ny » » j ony 
,(z) da = { P(z)dx+ sw) (1 — tin) + bn. + —G— Ft 0° TMs = 
v v=] ar 
z bed st, (#%,)® (z §,, 4») 2-1 
= 7 An Me eget ».. + ee 
f P(x)de+ » yam Ig} (1—2é,,)e 3 2 2m 
v=1 n,¥ 
und 
Bony (z me) (2s, ,)?"—" 
z z nm A, —- +— + : oe 
IR, (nda SPmwdaz > 3S we{a-z2,,9¢ . . m1 \ 
99 0 ae vwr1s., 
{ ) é = e * ’ 


worin natiirlich im Falle eines é,,— 0 das beziigliche Summenglied durch 


7 A, 


27™ 
2m 

Andererseits gilt nach einer bekannten Abschiitzung®*) fiir jedes end- 
liche komplexe z 


zu ersetzen ist. 


:.2 2° 
\(l— z)et F °°" P| <eetel?* 


(p21), 
wobei c eine positive, von z unabhangige Konstante bedeutet, die wir 
selbstverstandlich >>- annehmen diirfen. Also ist, unter i(z) allgemein 


den reellen Teil von z verstanden, 





z 2? 
oo ae p+1 
R (Ig {(1 — 2) ?\) <cjs| 
/ 
Dies angewandt auf unsere Formel (22) ergibt 
st, (o8, ,)8e—2 

z z nA ——+.. ee 
SR, (x dz R(fPiadz) ar w(te {a2 1 2m—1 }) 
0 0 v=1-5 


je = ¢€ e oa 


- so Any iam 2m 
R(fPizde) Ls e\s\?" 52" 
0 vr=15 


<e e - 


z ) 
R(fPizdz) ¢ S A, ,\2/?" 
0 v=1 . 
= € e 


Zz 
K(f P(x) dz) 
e 0 ecteml zl". 


, ‘ . / - - . 1 
diese Relation gilt auch im Falle eines é,,,—=0, da ¢> Tm *ngenommen 


*) Vgl. z. B. E. Borel, Lecons sur les fonctions entiéres, 8. 57. 
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wurde. Bedenkt man jetzt, daB P(z) ein Polynom vom Grade < 2m — 2 
bedeutet, so gelangt man zum Ergebnis 


Zz 
SR, (z)dz 
0 


le |<e* e+ 


unter c, und y, positive Konstanten verstanden. Folglich ist auch 


z 
SR, (dz a 
. 0 2|*"+ 
Lim e is grist tn 





und 
g(x)|< ee!" 


wobei c, eine weitere positive Konstante bezeichnet. Das gilt zunichst 
fiir jedes x, das auBerhalb der reellen Punktmenge 


—o<2oR, RoEz<+o 


liegt, also, da g(x) eine ganze und a fortiori stetige Funktion ist, iiber- 
haupt fiir alle z. Hieraus folgt nach den Hadamardschen Fundamental- 
theoremen®), daB g(x) héchstens vom Geschlecht 2m ist, und damit sind 
wir am Ziele. 


Ziirich, den 28. Juli 1919. 
*) Vgl. E. Borel, l.c., 8. 74—75. 


(Angenommen 25. 12. 1919.) 


Uber die asymptotische Integration von 
Differentialgleichungen. 
Von 


Wolfgang Sternberg in Heidelberg. 


Einleitung. 


Das Ziel dieser Arbeit ist die asymptotische Darstellung der Integrale 
gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen vom linearen homogenen 
Typus. 

Man sagt nach Poincaré*), daB die Funktion f(z) durch die Reihe 


Cy + a + 8 ..+, die fiir jeden endlichen Wert von z divergieren darf, 
asymptotisch dargestellt wird, in einer Formel ausgedriickt: 


f(z)~q+2+5+4..., 
wenn fiir m= 0,1, 2,... die Limesgleichungen gelten: 


lim (f(z) -—q—2—...— S)am—=0. 


Der Grenziibergang ist stets so zu verstehen, daB « durch reelle positive 
Werte ins Unendliche geht. Ist O(g(a)) das bekannte Landausche Symbol’), 
so ergibt sich aus der obigen Definition unmittelbar fiir jedes m 
f(2)—q+%+...+%+0(,) 
a x dig 2™ emt} 


Man hat namlich auf Grund der fiir m-+-1 giiltigen Limesgleichung 


Cy Cm Om +1 . 
f(z)=Q+o+---+at ant ea (lime = 0) 
und kann Cm 41+ ¢ = O(1) setzen. 





*) Acta math. 8 (1886). Sur les intégrales irréguliéres des équations linéaires, 
8. 295-344. 


*) Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, 1, 8. 31. 
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Im Sinne Poincarés kénnen nun die Integrale der Differentialgleichung 
(1) y™ + Pi y*-9+...4 P,-1y' +P,y=0 
bei Annaherung der Variablen zx an eine singulire Stelle, die wir uns 


immer ins Unendliche gelegt denken, unter bestimmten Voraussetzungen 
iiber die Koeffizienten P;(z) asymptotisch dargestellt werden. Sei 





fl 
— ik | 
P; = x** p;\—), 
S a 
>a 
Pi Qa; Z ? 
y=1* 
oder, was auch geniigt, 
a 
p ee 
P; “_ a; fad ov? 
v=17 


wobei & eine nicht negative ganze Zahl ist und die Reihe fiir p, entweder 
in einer gewissen Umgebung der Stelle z= co konvergiert’ oder selbst 
asymptotisch ist. Dann ist s=—co keine Bestimmtheitsstelle im Sinne 
der Fuchsschen Theorie (an einer solchen, der iibrigens der Wert k = — 1 
entsprechen wiirde, wire eine asymptotische Darstellung nicht nétig, weil 
dann die zugehérigen Reihenentwicklungen der Integrale konvergieren 
wiirden), und die Differentialgleichung (1) hat in der Poincaréschen Aus- 
drucksweise den Rang &k-+-1. Besitzt die sogenannte charakteristische 
Gleichung 


(2) 


a® +a, a*-! + ...+ 4,-14+ 4, = 0 


nur einfache Wurzeln «,,«,,...,@,, 80 existieren nach Thomé*) der 


nn? 


Gleichung (1) formal geniigende Entwicklungen, sog. ,,Normalreihen“ 


ad %\5) (oan 3,2, ..., 8). 


Dabei ist y,(z) ein Polynom vom Grade k-+ 1 mit dem héchsten Term 


a,x* . 


1 
i717 das sich im Falle des Ranges 1, d.h. fir k= 0, offenbar auf 
«,x reduziert, 9; aber eine Konstante und 


Ci. , Cre , 


eine im allgemeinen divergente Potenzreihe von =, deren konstantes Glied 


nicht verschwindet, also gleich 1 gesetzt werden kann. 
Hat jedoch (2) mehrfache Wurzeln (diesen Fall hat Fabry‘) ausfiihr- 


*) J. f. Math. 74, 75, insbesondere 76, ferner 96, 8S. 122. 


*) Théses de la faculté des sciences, Paris (1885). Sur les intégrales des équations 
linéaires & coefficients rationels, S. 85. 
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lich behandelt), was im allgemeinen zur Folge hat, daB die Zahlen o dureh 
Gleichungen héheren Grades bestimmt werden, so erhalt man Integrale 
der Form 


y(z) _@ 


2° (gy + Gq-1 logx +... + y, log?-' x + gq, log’ z), 
wo die positive ganze Zahl g < n ist. 


e 


Der asymptotische Charakter der Reihen — soll nun erwiesen werden. 
Der Nachweis ist bereits erbracht bei der Differentialgleichung vom Range 1, 
deren charakteristische Gleichung nur einfache Wurzeln besitzt®). Der 
Fall mehrfacher Wurzeln, iiber den bis vor kurzem noch nichts bekannt 
war, ist 1914 von dem Amerikaner Love unter Beschrankung auf Gleichungen 
2. und 3. Ordnung behandelt worden‘). 

Wir liefern im ersten Kapitel dieser Arbeit den Nachweis der asym- 
ptotischen Darstellung mittels einer neuen Methode in vdlliger Allgemein- 
heit fiir gewohnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung, beliebigen 
Ranges und beliebiger Vielfachheit der Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung. 

Unsere Methode beruht teilweise auf einem schon von Liouville bei 
einer anderen Aufgabe benutzten Kunstgriff und kann zunichst bei den 
in den §§ 1 bis 3 behandelten Differentialgleichungen vom Range 1 mit 
einfachen «-Wurzeln kurz folgendermaBen charakterisiert werden. Wir 
fiihren die Abschnittsfunktionen 


Cc Cam’ 
“,2 o dm \ . ‘ 
z,= ef .2%(1+ ete tae) (f= 1,2,..-,m) 


ein, stellen die Differentialgleichung 
z™ + Q 2@-0 + ...4+Q,-12'+Q,2=0 
auf, welche die z, zu Lésungen hat, und schreiben (1) in der Form 
— (Q, —- Pg”? +... + (Qn-1 — Py-s)y’ + (Q, 2 PJy= Fy). 
Indem wir jetzt F(y) fiir einen Augenblick als bekannt ansehen, stellen 
wir das allgemeine Integral der scheinbar unhomogenen Gleichung (1*) 
mittels der Lagrangeschen Methode der Variation der Konstanten durch 


die partikularen Integrale der zugehérigen homogenen Gleichung, d. h. 
durch die z;, dar: 


(A) y=)>) G2; + Se,[ 4 F(y) du. 
i=1 imi 9, 





5) Math. Enz., II B 5. Hilb, Lineare Differentialgleichungen im komplexen 
Gebiet, Kap. 5. 
*) Hilb, lic 
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Dabei ist 


(n—1) 

Bay 00-9 Me 

die Wronskische Determinante der z,, 4; sind ihre zu 2{"~” gehérigen 
Unterdeterminanten, g, beliebig, aber fest gewahlte Konstante und c, die 
willkiirlichen Integrationskonstanten. Substituieren wir in (A) fiir F(y) 


den Differentialausdruck _¥’(Q,—P,)y™-®, so erscheint (A): ale eine 
e=1 

Funktionalgleichung fiir y. Diese mit den m Parametern c¢,, c¢,,..., ¢, 

behaftete Integrodifferentialgleichung ist der gegebenen von Parametern 

freien Differentialgleichung (1) aquivalent. Auer ihr brauchen wir noch 

zwei weitere Relationen. Die erste ist die Beziehung, die zwischen den 

Koeffizienten P; von (1) und den Koeffizienten Q; der Hilfsdifferential- 


gleichung der Abschnittsfunktionen notwendig bestehen mu8. Diese besagt 
nun, daB die Entwicklungen der Q,, welche rational in 2 sind, und der 
P, in den Gliedern bis zur (m+ 1)-ten Ordnung einschlieBlich iiberein- 
stimmen, so daB 

' 1 

(B) P,- %=0(Sa) 

gesetzt werden kann. Sodann la8t sich der Determinantenquotient ca 
Leichtigkeit in der Form 


mit 


(C) At = eo "0 (1) 
abschatzen. 


Die Funktionalgleichung (A) bildet nun die Grundlage fiir die auf 
y beziiglichen, mittels (B) und (C) vorgenommenen Abschdtzungen, aus 
denen sich die asymptotische Darstellung in der folgenden Gestalt ergibt, 








¢, 0, 
y= e+ et 20(—a) =e ah(1 + t+... + = +0/( a) 


2™ ett j)’ 





att 


yi” = P+ eM a%O( : ) (e=1,2,...,n—1). 


In § 4 werden Differentialgleichungen von dem beliebigen Range k +1 
untersucht. In (A) mu8 jetzt natiirlich die Abschnittsfunktion 


a... Cc, 
= efi ~e, “#1 “im 
e,=e" 2 (14 = fo.) 
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eingefiihrt werden. Im iibrigen besteht die ganze Anderung darin, daB an 
Stelle von (B) und (C) die verallgemeinerten Formeln 


@—1k 
(B*) P,—Q=0(=5), 
(c*) 4 an gM a ley+@—081 (1) 


gelten, die fiir k = 0 wieder in die spezielleren iibergehen. 
Das Resultat ist hier 


¥,=2,+ e” 2% 0 (sor ); 


ati 





yi” ax gi + ett!) etek O(n) (e=1,2,...,n—1). 


Es ist bemerkenswert, daf Gleichungen beliebigen Ranges direkt und 
zwar ohne die geringste Schwierigkeit behandelt werden, so da8 man nicht 
nétig hat, wie es die Autoren bisher getan haben’), Gleichungen héheren 
Ranges auf solche vom Range 1 mittels umstandlicher Transformationen, 
die doch keine allgemeinen Ergebnisse liefern, zuriickzufiihren. 


In den letzten Paragraphen des ersten Kapitels lassen wir die 
Voraussetzung einfacher Wurzeln der charakteristischen Gleichung fallen. 

Neben (A) bleibt auch (B) resp. (B*) ungeandert. Hingegen wird 
(C) oder (C”) ersetzt durch 


4 = et? 2%" log"! O(1) 


oder 


4 - - - j ' 
ji=e 14%) » le, +(n Al os log" 2 O(1), 


wo 4, und yw; nicht negative ganze Zahlen <n bedeuten. Diese gering- 
fiigige Modifikation bewirkt aber nur unwesentliche Anderungen bei den 
Abschatzungen, soda8 auch der bisher sehr vernachlassigte Fall der mehr- 
fachen Wurzeln mit Leichtigkeit in vdélliger Allgemeinheit erledigt wird. 
Wir wollen noch die asymptotische Darstellung der zu einer »-fachen 


Wurzel o gehérigen » Integrale explizite angeben. Fiihrt man auBer den 
Abschnitten 


C, C 
__ g(®) _e ll, im 
4=e o*(1++...+ 2), 


C. C. Cc C, 
y= oF at {Ogg + SB 4... + Be 4 (14 BH... + At) loge} 





) Poincaré, |. c.; Hilb, l.c. Jedoch hat neuerdings Horn Gleichungen héheren 
Ranges ebenfalls direkt behandelt, J. f. Math. 138. 
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auch die Teilfunktionen, aus denen sie zusammengesetzt sind, 


z oe f C. Com z of v Coe 
wm eat (Oy4 4+ 88), wm erat (Oe St 4... + 28) 
z x 
ein, so ergibt sich die Darstellung gleich in der endgiiltigen Form. 
(2) ) ‘8) (Zz) s . 
=% + e7*) ze O(= a) 9 = 2/9 +. e7 (2) xet *0 (=a) 


Ye=ve-+ e” 220 (- oe y: log z, yi) = vf) + e7@ xe “agi. ati) + (y log x)”, 


¥ ] Ld 1 9 \¥ v-3 ' 
y.= v, + er) ze O(= =a): +|( ' ) yx log 2 — ( 9 Jus elog*a +... +(—1)’y:log’™*), 


Y = vi 1 era ger O(a) + e .y*. 

Das Gesamtergebnis des ersten Kapitels ist, daB die formalen Ent- 
wicklungen ausnahmslos asymptotisch sind. 

Im zweiten Kapitel gehen wir ins mehr-, speziell ins zweidimensionale 

Gebiet iiber, wo bisher noch keine Definition der asymptotischen Darstellung 

existiert. Diese gewinnen wir unter Benutzung 

der geometrischen Ausdrucksweise folgendermaBen. 

P S Wir legen durch einen Punkt (A) (s. Fig. 1) 

" im Innern des ersten Quadranten der (2, y)- 

Ebene — er mége etwa die Koordinaten z= a, 

y =a besitzen, unter a irgendeine positive Kon- 

stante verstanden, — zwei Geraden G, und 

Fig. 1. G, mit den Richtungskoeffizienten mu, und u,, 

welche positiv, beliebig klein resp. beliebig gro8 

und ein fiir allemal fest, d. h. von z und y unabhangig sind. In dem 

durch G, und G, begrenzten Sektor S ist uw, < 7 < mw, oder - eke. 


| A G, 





y = 4,’ 
d. h. die beiden Quotienten z und ~ sind beschrankt; anders ausgedriickt, 
z und y werden unendlich groB von derselben Ordnung. 


Wir definieren nun, es ist 


C10 i C20 | 
f(z, y)~ Co += ; se tess 
wenn fiir m =0,1,2,... die Limeagleichungen gelten 
’ c c C 
scones — ya — 2 — ——— - SK ck ae om am =(). 
zx z” 2*- y 


Der Grenziibergang ist so zu verstehen; daf der variable Punkt P (x, y) 
langs irgendeiner ganz in S verlaufenden Kurve ins Unendliche riickt. 
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Die in obiger Limesgleichung auftretende Differenz kann natiirlich statt 
mit «™ auch mit y™ oder allgemein mit 2? y™~-? multipliziert werden, wo 
p irgendeine Konstante ist. Ist in Erweiterung der Landauschen Definition, 
wenn rt eine positive Konstante bedeutet, O(2') das allgemeine Symbol 
fiir irgendeine Funktion von x und y die, mit z* dividiert, bei dem eben 
erklarten Grenziibergange beschrinkt bleibt, so folgt aus der Definition 
der asymptotischen Darstellung unmittelbar fiir m= 0,1, 2,... 


a™t! 


f(x, Y) = hao + B+... +E +0 ! ). 

Es kommen nun tatsachlich Funktionen vor, die in unserem Sinne 
asymptotisch dargestellt werden kénnen. Dies sind die Integrale von 
Systemen simultaner partieller linearer Differentialgleichungen mit einer 
endlichen Anzahl linear unabhangiger Lésungen. 

Als Beispiel zur Durchfiihrung unserer Methode wahlen wir folgendes 
System, das neuerdings durch geometrische Anwendungen*) besonderes 
Interesse gewonnen hat (die Differentiation ist durch Indizes angedeutet) : 
Z..+ ee & + Pz + a +P%z=0 
Sy be ay +Q”z. 7" Q”z, 4. Q”z =e. 

Hierin mégen die Koeffizienten P“ und Q™ analytische Funktionen von 
x und y sein, die sich etwa an der Stelle x = ¢, y = 9 regular verhalten. 
Wenn P” Q™ — 1 nicht identisch verschwindet, was wir voraussetzen, so 
hat (I) héchstens 4 linear unabhiangige Integrale. Die Maximalzahl 4 
der Lésungen — im allgemeinen werden natiirlich iiberhaupt keine existieren — 
wird erreicht, wenn die Koeffizienten P®, Q" vier Relationen**) geniigen, 
die ihrerseits wieder partielle Differentialgleichungen sind. Die Giiltigkeit 


dieser Relationen wird vorausgesetzt. Wir nehmen nun an, daB die Koef- 
fizienten von (I) in der Form 


(1) 


« -y a‘ . —e bf 
P® N “ur : g® — 5‘ Bt 
a — 

wr=0t y” uw v=0 ay” 


oder 


p® ~ ) Sp Q® ~ y ate 
#*? he! a 
4,v=0 y #,v=0 29 


darstellbar sind, wo die Reihen rechts etwa fiir |x| >a, |y| =a konver- 
gieren oder selbst asymptotisch sind. Zur Abkiirzung setzen wir 


i Qyo=;, doo =. 


*) Wilezynski, Math. Ann. 76. Uber Flichen mit unbestimmten Direktrixkurven. 

8*) Vgl. in dem Spezialfall P™ =0, Q“)=0 Wilczynski, Am. Journal of Math. 
36, Nr. 3 (1914). On a Certain Completely Integrable System of Linear Partial Diffe- 
rential Equations. 








[*) 
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Das System 

- a*-+a,af+a,a+a,8+a,—0 

(i) B° +b, af +b, +06 +b, =0, 

das wir das charakteristische Gleichungssystem nennen wollen, mége 

4 Lésungspaare besitzen. Wir machen ferner vorlaufig die Annahme, daB 

das System (II) nur einfache Lésungspaare (c,, 8,),...,(a,, 8,) hat. 
Dann existieren vier dem System (I) formal geniigende Entwicklungen 


eutthy 2% y" Pi 


+ a 
y= i+ Ss + = 
wobei die Reihen ¢, im allgemeinen fiir jede Wertverbindung z, y divergieren. 

Wir wollen nun zeigen, daB die vier Integrale von (1) durch die obigen 
Entwicklungen asymptotisch dargestellt werden. 


Zu diesem Zwecke fiihren wir die Abschnittsfunktionen 


cs (4 
+7 +... 





we — ent thy xeiy?i(1 + * +...+ is) 
ein, stellen das System . 
w,,+ Hw, +H” w,+H°w,+ HH w=0, 
w+ Kw, + Kw, + Kw, + K°w=0 
mit den Lésungen w"),..., w auf und schreiben (I) in der Form 
t..+ HH 2,,+...+4%2=(H%— P™)2,,4+...+ (4% —P%)2=P 
zy, t+ Kz, +...+¢ K%2=(K—Q”)z,, +...+(K% —Q%)2=4( 
Indem wir wieder F(z) und @(z) als bekannte Funktionen behandeln, 


gelangen wir zu der mit dem System (I) dquivalenten, grundlegenden 
Funktionalgleichung 


4 4 zy 
(A) = Sew + Swe [ [(M°du+N® dv}. 

i=1 f=1 og *y, 
Darin sind die c; die willkiirlichen Integrationskonstanten, die g, und 1; 
beliebig, aber fest gewahlte Konstante. Der Integrand ist stets ein exakter 
Differentialausdruck, sodaB das Integral vom Wege unabhangig ist. Ferner 
hat man (auch die Differentiation nach uw und v wird durch Indizes an- 
gedeutet) 

(é) A® 


a 4 
M® ——* FC +—- FC + —-(F,C+FC+G,C+G0), 


(i) A (é) hae 


‘ 4 ‘ 
N® —~— G04 60+ — (F,0+FC+6,C+ 60), 


A 
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wobei 
(1) ap) 9f)(2) 9y9() 
wh) we) w w 
A= : 


(4) 
Wey a ee 


das Analogon der Wronskischen Determinante und 4 die zu wi"), gehérige 
Unterdeterminante von 4 ist. SchlieBlich bedeutet C irgendeine "‘Pesktion, 
die nur von den Koeffizienten H“ und K® der Hilfsdifferentialgleichung 
der Abschnitte abhaingt und leicht in der Form 


|C|=O(1) 
abgeschitzt wird. Die Analogie zwischen (A) und (A) ist evident. AuBer 
dieser letzteren Gleichung brauchen wir noch zwei weitere Relationen. 
Erstens ist 
(B) P®—H®=0(=5), @°—K*=0(55) 
zx 


emt? 








und zweitens 
A () 


4 


a” 
(r) FAY Hy 0(1). 
ao 


A 





Es ist klar, daB die Formeln (A), (B), (f) hier dasselbe leisten wie beim 
eindimensionalen Problem (A), (B), (C). 


Sie ergeben als Endresultat die asymptotische Darstellung in der Form 


2 <a w + eH thi¥ 2% y? 0(- sat) 





(¢) @® | 2,%2+hy .e 
Ze =We tet VV aty "O(a 





f-secure) 


2h = why-+ PAY Bty"10 (Te, 

Zum Schlu8 fassen wir die Resultate der Arbeit in der Aussage zu- 
sammen: Die Theorie der asymptotischen Darstellungen ist bei gewdhn- 
lichen Differentialgleichungen zu einem gewissen AbschluB gebracht und 
eine analoge Theorie fiir die oben charakterisierten Systeme partieller 
Gleichungen aufgestellt. 
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1. Kapitel. 
Gewohnliche Differentialgleichungen. 


§ 1. 

Differentialgleichungen vom Range 1. Formale Operationen. 

Es liege vor die Differentialgleichung n-ter Ordnung 
(1) y+ Pi y+... Peiy’ + Piy=0. 
Der Punkt z= oo sei eine isolierte singulire Stelle derselben, sodaB, 
wenn die positive Zahl a geniigend groB ist, fiir |z| >a keine singulare 
Stelle auBer z = co selbst méglich ist. 

Die Koeffizienten der Gleichung mégen die Form 


1 i» 
P;(z) _ a; +> 
oder ye 
P,(z)~a,; +2 = 
haben, wo im ersten Falle. die Reihe rechts in einer gewissen Umgebung 
von =co konvergiert. Dann ist die Stelle co keine Stelle der 
Bestimmtheit im Sinne der Fuchsschen Theorie (auBer in dem speziellen 
Falle, wo alle a, und a;, fiir » <i verschwinden), und die Differential- 
gleichung hat in der Poincaréschen Ausdrucksweise den Rang 1. 
Die charakteristische Gleichung 


(2) f(a) =a"+a,a"-!+...a,,0+a,=0 
habe die m verschiedenen Wurzeln «a,,«,,...,& 
kanntlich*) n Entwicklungen 


Dann existieren be- 


n° 


event (1+ S24 S24.) = 1,2,...,2) 


die rein formal der Gleichung (1) geniigen. Leider sind die dabei auf- 
tretenden Reihen im allgemeinen fiir jeden endlichen Wert von x divergent. 
Unser Ziel ist, zu zeigen, daB diese Entwicklungen die Integrale asymp- 
totisch darstellen. Zunichst wollen wir die formalen Untersuchungen 
weiter fiihren. Wir setzen 


y= e"*v 
und finden fiir v die Gleichung 
o™ + §,v*-0+ ...8,_,0'+ 8, v=0, 


‘*) Fir die Berechnung der GréBen «,, 0;, C;,, Cig, .-. vgl. z. B. Horn ,Ge- 
wohnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung“, Leipzig (1905); § 40, S. 183 ff. 
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wobei 
8,=(." Jatt (ai) att P, +...(" oT") Pa + P; (61,2, ...52) 


. \n —t/ n—1 
ist. Die S, zeigen also in der Umgebung von z = oo dasselbe Verhalten 
wie die P; und kénnen etwa in der Form 
8; = 6, +); oe 


az’ 


v=1 
oder 
x 
’ , Yb 
S; ~~ b, +> Xe 
y=1 


entwickelt werden. Ist @ eine Wurzel von (2), so ist 
b,, ~— f(«) a 0, 
‘ 
ba-1 = f (a) + 0, 


da (2) nach Voraussetzung keine mehrfachen Wurzeln besitzt. 
Ferner brauchen wir noch die GréBen 


dagegen 


- -2 
= @,,a*-! + ay, a*~* +... Gas 


bg = 2,,0*-! + a,,0*-* +... Ans 


. . . . . . . . . . . . . 


ba-1,1 = (nm — 1)a,, a*~-* + (m — 2) ay, 9-9 +... pit t,... 
{n\ ‘ {n—1 , 
ba-2 \o) a°~* + C- )a,a™-8 + we re 


Die Gleichung fiir v kann nun durch eine Reihe der Form 
z?¢+-C,2e-!+ C,xe-? +... 
formal befriedigt werden. Man findet durch Einsetzen und Vergleichung 
der Koeffizienten 
(3) ba-10+6 


wodurch oO, Sowle 


(4) ) : 
{ = ¥b,_:C, + iA i we =), 
wodurch C C,,... der Reihe nach bestimmt werden. 


a>" *) 


Aus (2), (3) folgt, daB 


durch die a, die «, eindeutig bestimmt sind, 


» @, und a,, auch die o,, 
ae eS » ww Oss, 
c Y 
” 99 Wj, Days e+e GM my ” ” Csn’ 


Mathematische Annalen. LXXXI, 
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Aber auch umgekehrt sind durch die «, die a; eindeutig bestimmt 
als elementarsymmetrische Funktionen der «;, durch die a; und 9, auch 
die a,, mittels eines Systems von n linearen unhomogenen Gleichungen, 
deren Koeffizientendeterminante 


n—1| 
1B, Gigs 00 G | 
| n—1 
(5) a I, Gig, «009 Me 
- 
|: 
n—1 
a 


nicht verschwinden kann, da die «, alle von einander verschieden sind. 
Ferner sind durch die 
a;, 0;,,C 


42 Cis 


i, auch die a,,, 


Bey Oss Oe» «0-3 CO, 


auch die a, 


im 1, mt. 
als Lésungen von Gleichungssystemen mit derselben Koeffizientendeter- 
minante tindeutig bestimmt. 

Fiihrt man also jetzt die Abschnittsfunktionen 


(6) 2,(a) == ev aer(1+ S14... + Ge) (¢=1, 2,..., 2) 


ein, deren lineare Unabhangigkeit unten bewiesen wird, und stellt die 
Gleichung n-ter Ordnung 


z®), z'a-}), cess ¥; z | 











aM aI ewes Ms | og 
2 or, eeo9 Se 2, 
oder 
(7) 2) + Q,2%-) +... Qa12°+ Q,2 = 0 


auf, welche die z; zu Lésungen hat, so miissen die Entwicklungen der Q,, 
die iibrigens, wie leicht ersichtlich, rational in : sind, und der P; in den 
ersten m+ 2 Gliedern iibereinstimmen, d. h. es ist 





i Gi, %.m+1 Ci,m+2 
Q,=a;,+ - a ose 1 ao — +... 


Hieraus folgt 
(8) P,— Q,=0(—,). 


at? 


Wir schreiben jetzt (1) in der Form 
(1*) y™ + Qy* P+... Qn-ry’ + Q,y = Fly), 
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wo 


(9) F(y) as (Q, af P,)y*-"+ Q,— F9""* + =? (Q, — P,)y 


ist, und sehen fiir einen Augenblick F(y) als eine bekannte Funktion an. 
Dann ist (1*) eine lineare unhomogene Gleichung, deren allgemeines 
Integral aus dem der zugehérigen homogenen durch die Methode der 
Variation der Konstanten von Lagrange gefunden wird. 

Wir machen also den Ansatz 


n 
(10) y=) 0,2,, yn Soe, (¢ = 1,2, ...,”—1) 
i=1 


da ja die z, die Lésungen der homogenen Gleichung sind, und finden auf 
wohlbekannte Art 





(11) oe) = fpr y(u))du 
Dabei ist 

PPA, wits 

A= i ™ 

>... | 


die Wronskische Determinante der z,; die 4, sind die Unterdeterminanten 
der letzten Spalte; ferner bedeuten die c, die willkiirlichen Integrations- 
konstanten und schlieBlich die g, beliebige, aber fest gewahlte positive 
Konstante, die nur den Ungleichungen g; >a geniigen miissen, wo a die 


bei Beginn des Paragraphen angegebene Bedeutung hat. Aus (10) folgt 
jetzt 


(10*) y=) ¢2%,+)> 2, f4r(yaw. 
i=1 i=1 9 


Um einen einfachen Ausdruck fiir 4 zu gewinnen, beriicksichtigen 
wir, daB sich aus (6) 


2, = e°t* gM (1 +0 (2)) 
mearer(. +018) 


afm oles “(14 0(2)) 


ergibt. Dann findet man unmittelbar 
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1+0(+), «, +0 (=), Mt a *+0(<) 


(1) eda, Se 
_—_ i=1 ‘=1 


(1\ 
\a/| =e xz (A+0(2) 


‘=) ¢=1 1+0O\_), «,+0(1 


\z 


a +6 





1+0(=), «, +0 (=), coes an ‘'+0(4) 


wo A die in (5) angegebene Bedeutung hat. Nach (2) ist 


n 
4 
Za a= —¢,; 
é=1 
setzt man zur Abkiirzung 
n 
y’ 
has & =O 
i=1 


so folgt 
A=e me 2° ( A+ o(+) 

Da A eine von 0 verschiedene Konstante und O = eine mit 
gegen 0 konvergierende Funktion von z ist, kann 4 nicht identisch ver- 
schwinden, woraus die lineare Unabhangigkeit der z, folgt. 

Fiir A, erhalt man unter Benutzung von (6 


ear | 
m-1 —(a@,+4;)% ¢-o {1 
A, =(—1)**e 2° % +0(-) 


/ 





oder 
A 


= —(a, + a))2% C-—@; { 1\\ 
=e x°~* (A, + O(-)) 


und allgemein 


—(a,+a)2 eo, / 1\\ 
A, =e * 0% "(A+ O(-)), 
wobei die A, die Unterdeterminanten der letzten Spalte von A sind. 
Mithin ist 
(12) 5 


-a oo fm 1\) 
; . ‘Ly me. | ime fa 
7 =e z ( ; O(-)) 


\A 


und nach Einsetzen in (10) 


(13) y= Sa, +d /4 [eu (M40 (2) F(y(u)) du, 
i=1 t=1 5. , 

sowie auch 

(13") yi. =» 64 z;"" +a? | ema (™ - O(<)) F(y(u))du 
é=1 é=1 4 : . 


(¢=1,2,...,»—1). 
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§ 2. 
Integrodifferentialgleichung fiir y. Existenz und Eindeutigkeit der 
Lésung. 
Man kann (13), wenn man darin nach (9) fiir F(y) wieder den 


Wert + (Q, — P,)y®-® einfiihrt, als eine Funktionalgleichung fiir y an- 


sehen, die mit (1) aquivalent ist; denn jede Lésung von (1) geniigt (13), 
wenn man den ¢, bestimmte Werte beilegt, und jede bei bestimmter Wahl 
der c, existierende Lésung von (13) geniigt (1). 
Wir wahlen, wenn & irgend eine der Zahlen 1, 2,..., ~ bedeutet, 
¢,=1; ¢=0, tsk 
und erhalten 


t=1 


wn z 
A 
yaa +D'4{ HP (y)du 
(14) - 
2 | 4 
y= #h+ Dai" SF(yj)du (s=1,2,...,%—1). 
t=1 9; 
Sei nun b eine beliebige der Ungleichung 
b>a 


geniigende Zahl, die wir nachher ins Unendliche wachsen lassen, und x 
auf das Intervall a< 2<b beschrankt. Dann wird"), 


falls R(a,) > R(«,), g,=—b 
» R(a)< R(a,), 9, =a 
gesetzt. Mithin folgt 


y= +5 % [Pau +d) x [Ryd 

(14") “ - 
y= 2+ al { Ar(y)dut Sal? [ 4 Ply) de 

F tek & eae 


, "“ 
wo die Integrale, bei denen a resp. b als Grenze auftritt, in ex resp. in os 
zusammengefaBt sind. 


Zunichst wollen wir beweisen, daB (14) oder (14*) eine und nur 





%) Den reellen Teil irgend einer Zahl w bezeichnen wir stets mit R(w). 
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n—1 

eine Lésung besitzt. Da F(y)= > (Qn-s — P,_,)y® war, folgt leicht 
=0 

aus (14*) F 

. F(y) = F(z) +>) F(z) “F(y)du+ > ray f4 F(y)du. 


Wir definieren nun, indem wir die abkiirzende Bezeichnung 


benutzen, 


G(x, u) 7 
—»>’ z,(x) E(u) r<ucsb 
(es ist gleichgiiltig, ob man der Funktion G(z, u) auf der Geraden z= u 


den Wert z= -.+, Wie es hier geschieht, oder den Wert sw -. gu 
schreibt *)) und 


F(z, (x)) £,(u) asucsz 
K (x, u) = F(G(z, u)) = m 
—> F (z,(x)) B;(u) ar<usb. 
Dann kénnen wir schreiben 
b 
(15) y=2,+ / (G(z, u) F(y(u))du, 
b 
(16) F(y) = F(z,)+ f K(x, u) F(y(u))du 


Die letzte Gleichung nimmt, wenn wir 


F(y)=Y, F(z,)=4Z, 


setzen, die Form an 
b 
(16*) Y=2Z,+ J K(x, u)¥(u)du 
a 
ist also eine unhomogene lineare Integralgleichung mit unsymmetrischem 


*) Beide Werte sind iibrigens einander gleich, da offenbar identisch in 
na 1 n 
%, P 
p %1(#) E(u) = F75 - z(u) i;,(u)=0 
ist; G(z,u) bleibt also auch auf x= stetig. Dagegen wird die gleich zu definie- 
rende Funktion K (z,u) hier unstetig; denn es ist 


n 
4y 


4 


F(z; (u)) EB, (u) =Q, (u) — P, (u) + 0. 


* 
pA 
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Kerne. Da der Kern K(x,u) nur auf der Geraden x= wu durch end- 
lichen Sprung unstetig wird, kann die Fredholmsche Theorie angewandt 
werden. Diese liefert uns mittels des fundamentalen Satzes Fredholms?*) 
das Resultat, daB (16*) eine und nur eine Lésung besitzt, wenn die 
sog. Determinante Dg von 0 verschieden ist. Ware nun Dg = 0, so miiBte 
die aus (16*) durch Fortlassen von Z, entstehende homogene Gleichung 


b 
(17) v(x) = f K(x, u)v(u)du 


eine Lésung haben. Diese ware von der Form F (7), wo » eine Lésung 
der gegebenen Differentialgleichung (1) ist, mithin fir a<2<b, da dies 
Intervall keine singulare Stelle von (1) enthalt, regular, also jedenfalls 
stetig. Es bleibt daher noch zu zeigen iibrig, daB (17) keine stetige 
Lésung besitzt. Sei v(a) eine solche. Wir schreiben (17) in der Form 


(17*) v( z)= >’ 'F(z,(2)) ) SB (w (u)du+ >” "F (242) fB(u) v(u)du. 
Nun bedeute # irgendeine feste Zahl, die den Ungleichungen geniigt 
R(f)< R(a,) und 
R(8) > R(a,) 
fiir jedes «,, fiir das R(«;)< R(a,) ist. Bedenkt man, daB 


z,(z) =e“ x%O(1), af" (x) = ex" O(1), 
also 


F (z,(z)) = e“** 20 ( 


\ pura) 


ist, so folgt aus (17*) 


v(x) PF a = 57 0(—2,) ee Pat f B,(u) o(u) du 


+3" o( da) errmratee faa) 


Die Funktion v(a)e~** 2° ist fiir a<a2<b stetig, ebenso ihr Be- 
trag; die letztere Funktion besitzt also im Intervalle a< «<b ein Maxi- 
mum. Wir setzen 

Max | v(x) e~** 2" %| — M. 


Ferner schreiben wir zur Abkiirzung 
R(a,—8)=p,, R(0;— 0,) = 4;. 


12) Fredholm, Sur une classe d’équations fonctionnelles; Acta math. 27, 8. 373. 














136 W. Sternberg. 


Da 


E(u) v(u) = O(1) e“* u~% v(w) = O(1) oO ay ® y(w) oP 


°% 


ist, folgt leicht ‘ 
lw(xje P* a | < ay 20 (35) | Moe Mud 
. a 
b 
id a l -a 
+> e”* x OCs) (1 0(1)¢ ra du 
Zz 


Es sind also jetzt Ausdriicke der Form 





=z 
Ft 76 | 
J = =| fe mY ‘du 
- ie | 


z™* 
% 
abzuschitzen, wo g;=a oder = 6 ist, je nachdem p,;< 0 oder p,> 0) 
ist. (Der Fall p,—0 kann nicht eintreten.) 
Behandeln wir zuerst den Fall p,< 0, so wird 


-«a 


eft 2% , Pao . 
= -—a 
J = fe Pi* y duc eM 2" (*—* du = H(z), 
u 2 
a 





m+2 
a 
also t 
-p,u —(m+2+) 
e ‘ u "du 
a 


2™+? H(z) = —— 


9,8 -mtate) 
e zx 


Dieser Ausdruck nimmt, wenn man z unendlich groB werden laBt, die 
unbestimmte Form ~ an; sein Grenzwert ist daher gleich dem Grenz- 


werte der Ableitungen von Zahler und Nenner. Demnach wird 


g Fg a ttte,) 1 1 
Beri 6 BE Cin) ak Wn oa eg ee ete wh 
s=+ z-@ g PE eteTy x (,4ete+=) P, 





1 
fig. J=0(-—)- 


Im Falle p;> 0 ist 





b 
P,2 @ 
1 i i 
bye 5 {Saw 


He % 
.<¢" © 


Bedeutet p eine beliebige, den Ungleichungen 
0< P = P; 
geniigende Zahl, so ist die Funktion 


h(x) =e P* 2" 
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von einem geniigend groBen Werte von z an standig zunehmend; es ist 
namlich 

h'(z) =e *2"(p,—p +2) >0, 
da p;— p> 0 ist und <t mit wachsendem xz gegen 0 konvergiert. Die 
obige Ungleichung fiir h’(x) gilt offenbar, sobald 


oj 


P,—P 





z= 


ist; es kann aber tatsachlich ohne Beschrankung der Allgemeinheit 


oO; 





ta= 


angenommen werden. Beriicksichtigt man nun, daB x < wu ist, so folgt 
Am pz at 


<1, 


nr me 


1 P (Pe 9, * 
J = — -£_ du 
e 


mithin 








amt m+2 p ert eP? 
ee ee 
pz™*? pr \ m+2/ 


Aus der Ungleichung fiir v(x) ergibt sich jetzt unmittelbar 


|v(z)e** 2] < MO( 


a) ’ 
also, wenn das Maximum M etwa in z= 2, erreicht wird, 


Mc MOM) < MO(1) 


mts = gmt? ’ 





folglich nach Division mit M 
O(1). 


m+2? 
a 


1l< 


diese Ungleichung ist aber, wenn a von vornherein geniigend gro8 gewahlt 
wird, unméglich. Daher hat (17) keine Lésung, w. z.b.w. Mithin hat 
(16) tatsachlich eine und nur eine Lésung. Diese wollen wir mit te be- 
zeichnen. Aus ihr ergibt sich die Lésung y{” von (15) oder (14*) mittels 


b 
y2 =2,+ f @(x,u) Yy” (u)du 
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oder 
Ld z 
yo = 2, + >"2 SB u) Ve" (u )du+ S’ z, J £,(u)¥?(u)du, 
5 


wo nun die rechte Seite als bekannt anzusehen ist. 


Existenz der Grenzfunktion. Asymptotische Darstellung derselben. 


Fiir y{” wollen wir jetzt eine fundamentale Ungleichung ableiten. Als 
Ausgangspunkt dient die Gleichung (14), aus der sich unmittelbar 


<u Crem 
ee 
2” 


(14**) ge ee x “k= 1] + — 
+ 3” 0(1) ee 2% “of BP | y) du 


+ Yo (1) ete 2% f BP (y®) du 
b 


nebst entsprechenden Gleichungen fiir die Ableitungen (y)” 
[s=1,2,...,m—1] ergibt. Wir setzen das fir a<2x<b genommene 


- —@9 (b) (s) a z a? ' (b) 
Max | ye “hk? “*| = i. 4 Max | (y,”’) "k ‘|= M, , (e=1,2,....n—1 


ferner 
Max (M2’,...,M%,)=™M”. 
Wie oben sei 


R(o;—0,)=9,, auBerdem R(«,— «,) =7;. 
Bedenkt man, da8 








[F (yj(u)) eu] <Q, — P| |(y)"-Pem** we] +... +1Q,— Py |] pre we 
=0( <r) Mela +.. .+0(— 5) Mo 
b 
ii = 0( a) mM” 


ist, so findet man durch Abschitzungen, welche denen des vorigen Para- 
graphen fast véllig entsprechen, 


| yen" 2%] <1 40 =) +0(5) uM": 
man wird namlich zu Ausdriicken der Form 


z 
—7,% =-G 
e 
fia 
u 


J = e'* x"! 











Cher die asymptotische Integration von Differentialgleichungen. 139 


gefiihrt, wo g;=a oder g,=—b ist, je nachdem r,;< 0 oder 1,> 0 ist. 
Sie unterscheiden sich von den Ausdriicken J des vorigen Paragraphen 


1 : . 
dadurch, da8 statt —— vor dem Integral =e ite Integral auftritt. Der 
gmt? ute 
Fall r,< 0 ist bereits oben untersucht worden. Ist nun r,> 0, so findet 
man, da e* a” mit wachsendem x stindig zunimmt, 


b 


J< (a= (an): 


z 





Da hier der Fall r,=( stets vorkommt, miissen wir noch 


behandeln. Man kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit m so gro6 
annehmen, da8 fiir jedes o; 





m+1-+4,>0 
ist. Dann ergibt sich 
mi. x”! ( 1 1 \ 
= mel to, \zutite, — putite,) 
a” f i. 
(m+1+6,)2"°°*" ” as 


Wir wollen nun beweisen, daB M” bei wachsendem } beschrankt 
bleibt. Aus der obigen fundamentalen Ungleichung fiir y? folgt, wenn 
das Maximum M® etwa in x= 2, erreicht wird, 





(b) (b) 
Me <1 420) 4 WMO) <1, 04) | MMO) 


' ' 
2 amt a™*1 


Behandelt man die Ableitungen (y)” ebenso wie y\) selbst, so findet man 





y () 
M® <|a,|* +2 M O(1) (e=1,2,...,”2—1). 
a a 
Ist also 
ye = Max (1, | @y]y ees Pe atin 
so erhalt man 


ov 0(1) M® 
M” < p+ 242) 





m+1 ~ 2 


* 
® O(1) 0(1) 
Wird daher a so groB gewahlt, daB etwa 
- 2). 3 und a <ul 


a 
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ist, so liefert die Ungleichung 
Dh <2u, M” <4y 


die Beschranktheit von M“. 
Auf Grund der obigen Abschitzungen kann man der Gleichung (14**) 
die Form geben 


ys” e*** x ~“% =—1+ a4 ree + Se a + M°O(- zt): 


z 


Da aber jetzt M ® als beschrankt Te ist, kann man statt M ®) ein- 
fach O(1) schreiben und findet 
1 


( —a, = —o C Cj 
(18) grea Mm 1+ St+...453+0(Sa), 


wobei z im Intervalle a<2<b variieren mu8. Demnach ist jedenfalls 


ys” e~*** z~*k bei wachsendem 6 beschrinkt. Um nun zu zeigen, daB die 


Grenzfunktion ‘ 
lim yj) = % 
b=+e 


existiert, verfahren wir folgendermaBen. Wir wihlen irgend zwei Zahlen 
b,,6,, welche den Ungleichungen 6, > 6, >a geniigen. Die zugehérigen 
Funktionen y~, y&» sind die einzigen Lésungen der Gleichungen 


” z 
yy? — m+ a af Bi PF (yi?) )du+ >’ x f E.F (ye) du 
resp. . 
yy = % Seg af B, F (yy) du+ Saf BF (y®)du 
bs 
Fiihrt man die Bezeichnung 
yf? (x) — yf (x) = uw (2; b,, b,) = w 


€in, so findet man leicht 


we * 2% = dy ue 2% f E; F (w)du + Due 2 [EP wld 
. b 
1 ps “ves E,; F (yf) du. 


Wir setzen nun das fir a<2<b, genommene 


Max | we “** oe %| — Miers Max | w") e “** 2 & | = M*)(s—1,2,...,n—1), 


ferner 


(by. d. (b;,b by, b 
Max (Mor, ..., Mov) — yer 


Zuerst schitzen wir die Summe 


se 


” b,- 
»’ ze" ag % f BF (y%)du 
bs 
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ab, wobei wir beriicksichtigen, daB y,’” e~*** 2~** bereits als bei wachsen- 


dem 6, beschrinkt nachgewiesen ist. Wir schreiben 


db, 
2; (x) en f F (yf?) E; du 
bs 


—% 2-92 bs 
= m(x)e 2” - %(b,) eb, ~% f BF (yi?) du = A, - B,, 
bs 


21(d,)e~%#™*,~% 





1+—+...4 am ° bh 
x a,—a - aw \%~% \e7"% % 
Ag = —=——=— erie (FE), By = 4b, eo br BF (yr) du. 
1+ _$! a +o . " 
6, b” 


Analog den friiheren Abschitzungen ergibt sich 


Ferner findet man leicht, wenn man R(a;—«,)>0 und x — b, < 0 be- 


: j2 
—_ O(1) fir o,>0 
A ais 
; o(;.,) | =e 
bi 


Demnach wird unser Ausdruck 


A, B, - 0(;, 1 wal fir o,>0 


mit d,9, ? ‘ 1 p <0. 
Nun ist aber m so groB gewahlt (s. 0.), daB stets 


m-+-1+46,06,=e,>0 


A, B,=0 (5a) 
bo 


i! 


ist. Demnach wird 


mit wachsendem 6, unendlich klein, und zwar kann man durch Wahl von 
m die Ordnung des Unendlichkleinwerdens beliebig hoch machen. Fiir 
M”°” findet man jetzt mittels der bekannten Abschatzungen 


Mv) < M0 (1) a o(4), 


a™ +1 bf 


wenn e die kleinste der GréBen e; bedeutet, oder 


(by, bs) O(1)\ _ 1 
hte (1 — st) <9 (55) 
1 
und, wenn etwa 
O(1)_ 1 
q™ti - 9 


] — 


angenommen wird, 


mM) <0 ( ae. 
bf 
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Hieraus ergibt sich unmittelbar 


lim M°) — 9, 


h=+o 
also auch 
lim Mi” — 0 (s=0,1,...,n—1). 
h=+@, 
Mithin wird 
lim | (ys’® (x) —_ ye” (x)) e~ kb? oy %| — 0 


bh =+e : 


gleichmaBig fiir alle z aus dem Intervalle a<2<b,. Daher existiert 
die Grenzfunktion 


lim yj” (x) e787 2% = fy (x) 
b=+@ 


fiir jedes >a, und zwar vollzieht sich die gleichmaBige Konvergenz 
gegen f, in der Weise, daf 
(b) e* Zz th | 1 
Ife — yee" 2% | = 0() 
ist fiir alle x aus dem Intervalle a<2x<b. Da auch e*** x** fiir jedes 
endliche z einen Sinn hat, so existiert auch 


lim y” = 


b=+@ 
fiir jedes endliche z >a. Ebenso existieren die Grenzfunktionen 


lim (y{”)” 


b=+@ 
zunachst fiir s=1,2,...,2—1. Aber auch die Existenz von 
(0)) (nm) 


lim (y¥% 


b=+@ 


ergibt sich jetzt leicht, wenn man die aus 


(y)"-? = a + Sat? FBG F (yp) du +5” a” f BF (yp) du 
b 
folgende Gleichung 


(yo)™ = 2” > A” [BF (yt?) dw + a” f BP (y® du 
b 


+3 (n— ” BR; F( yt’) 


benutzt. Man niin so 


w (2) = — + 2m (2) J BoP (w du 


af 2”) (x F (y? (b3) \du +S (x) FE s(x )F (w (2)). 


i=1 
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Setzt man das fir a<2<b, genommene 


Max | w™ e~“n* g% | = Mer? 


et Mr? o (1) 1 1 
Mer < XE + 0(F)—o(3), 
1 


bf 


so wird 





woraus die Existenz des Limes folgt. 
Dab 
lim (ys) ae yi” 


b=+a 


(e=1,2,...,%) 


ist, d. h. daB der Grenzwert der s-ten Ableitung gleich der s-ten Ablei- 
tung des Grenzwertes ist, ergibt sich in bekannter Weise aus der Gleich- 
maBigkeit der Konvergenz. 

Es bleibt noch zu zeigen iibrig, daB y, tatsichlich eine Lésung der 
gegebenen Differentialgleichung (1) ist. Setzt man 


(y)™ + P, (y?)*- +... + Pry =G(x, b), 


so verschwindet G(z, 5) identisch in 6 und z fir’ >aundz>a. Daher 


ist auch lim G(x, b) =0 fir z >a. Geht man also mit 6 zur Grenze iiber, 
b=+@ 


so folgt fie” oe ; 
YE +P, % + +--+ Pate = lim G(s, 6) = 0. 
=+o 

Die asymptotische Darstellung fiir y, ergibt sich nun sehr einfach. Man 
findet naémlich aus (18) durch den Grenziibergang b= -+- co 

. —a, 2 —o. , Crs ' Crm 1 
(18°) Ye € "2 ret t+...+2%+0(23), 
worin nun x nur durch die Ungleichung x > a beschrankt ist. Aus (18*) 
erhalt man die Poincarésche Limesgleichung 


tim (yp e “hk yee — | — ss —...- “tn gm == Q. 
Man kann (18*) auch in der Form schreiben 
(18**) Ye = % + e**2%0(_1,), 
fiir die Ableitungen findet man ; 
(18***) ye = 2" + ec 2%0(_1.,) (e=1,2,...,m—1). 


Zum Schlu8 bemerken wir noch, um den Beweis fiir die asymptotische 
Darstellung zu vollenden, da8 auch fiir jeden Index »2m die Gleichung 


C; C, 
y= ene at (1 4 + ..-+ = +0(5)] 





besteht. 
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Diese ist fiir » << m evident. Um sie auch fiir y > m nachzuweisen, 
fihrt man die Abschnittsfunktionen 


= °o Ci, . C, 
z;(z) =e 2 (1 + — f...-4 


ein, gelangt mit deren Hilfe zu den Integralen 
9; (x) 
und zeigt, daB 
Y= + >)” C79; 


gesetzt werden kann, wobei in 


Ps C9; 
nur einige der Funktionen 7; auftreten und zwar nur diejenigen, bei denen 
die zugehérigen «-Werte kleinere reelle Teile als «, haben. Daraus ergibt 
sich unmittelbar die Darstellung fiir » > m. (Fir die genaue Durchfiihrung 
dieses Verfahrens vgl. Horn: ,,Uber das Verhalten der Integrale linearer 
Differenzen- und Differentialgleichungen fiir groBe Werte der Verinder- 
lichen.“ J. f. Math. 138, S. 181 ff.). 


§ 4. 
Differentialgleichungen von beliebigem Range. 


Die Koeffizienten von 
(1) y™ 1 P,y* 1 fs ol Ply ‘) 


mégen jetzt die Form 
P, = z** p, (ean §, 2, ...5 8) 


haben. 
Dabei ist, wie friiher P, selbst, jetzt 


-- 7 
1%, 
Pp, = a, pe 
— 2 
- 
oder 
7%, 
Pj —_ a; l y= _ 
v¥=1 


Ferner bedeutet k eine nicht negative ganze Zahl. Man sagt dann, die 
Differentialgleichung habe den Rang k +- 1°). 


Die charakteristische Gleichung 


to 


f(a) = «a* +a,e°-!+...+4a,=0 
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soll wieder n verschiedene Wurzeln a,, «,,..., &,, besitzen. Dann existieren 
n die Gleichung (1) formal befriedigende Entwicklungen '*) 


Cc. C, 
y,) oe +1 +2 
et x (1 he + —# Fg 
Hierbei ist y;(2) ein Polynom vom Grade k+ 1, und zwar wird 


, M ' ' 
yi (@) = a, e* + ayy ct-? +... + ae, 


a. ee. Or ’ 

1 (%) = pa + > 2 Seis st 
Die folgenden Ausfiihrungen entsprechen fast vdéllig denen der vorigen 
Paragraphen; doch mu8 natiirlich iiberall y;(z) an Stelle von a, treten. 
Nachdem die «, durch (2) bestimmt sind, findet man die a;;,..., ex, 
0, Cir, Cig, ..., aus Gleichungen 1. Grades mittels Rekursionsformeln. In 
jeder dieser Gleichungen ist der Koeffizient der Unbekannten ein ganz- 
zahliges Vielfaches von f y (a;), also von 0 verschieden, soda8 die Bestimmung 
stets méglich ist. 


Durch die a; sind die «, eindeutig bestimmt. 
» » @ und a,, auch die «,,. 
” ” a;, Ais> , ai, ” , ey 
” ” a;, Digs ee er UW pay ” ” 0;- 
J 
” 9 Bin Bays +++ Wi, pte » » Oy. 
” a; Gis, +++, kt+m+i1 ” ” Cims 


Es gilt aber auch wieder das Umgekehrte, d.h. durch die «; sind die a, 


#8) Vgl. Thomé ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen“. J. f. Math. 
76, S. 273 —302. 

Thomé fiihrt die Untersuchung fiir eine im Endlichen gelegene singulare Stelle 
durch. Die Rechnungen gestalten sich aber iibersichtlicher, wenn man x = ~ benutzt, 
was sich ja durch Transformation der unabhingigen Variablen stets erméglichen laBt. 
Im Falle des Ranges 1 sind die Funktionen P,(x) in x= oo regulir; im Falle eines 
héheren Ranges hat wenigstens eine von ihnen einen Pol (wenn vorausgesetzt wird, 
daB das Zeichen = und nicht ~ gilt), Hat umgekehrt wenigstens eine der Funk- 
tionen P,;(x) in x = ~ einen Pol, so ist die Gleichung von héherom als erstem Range. 


\ 


Die Zahl k wird folgendermaBen bestimmt: Sei P,;=2% ( 4, + on en ) fiir 
i=1,2,...,, wo A, +0 und q, eine ganze Zahl ist. Wir setzen m,= q, fir q,20 
und m,= 0 fiir q,;<.0. Dann ist k = Max (m,, ["*), [mat ‘|, own [a ta—"|) ; 
wenn, wie iiblich, {g] die gréBte in g enthaltene ganze Zahl bedeutet. 

Mathematische Annalen. LXXXI. 10 
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eindeutig bestimmt, ... durch die @;, @;,,-.--, Gj,» Q;,Cy,,---,C;,, die 
@;, Oj,5+++>@% pam ei: Fiihrt man daher jetzt die Abschnittsfunktionen 
C, C, 
—_ (2) 1 L “tm 
(19) z,= e" “(14 +... “in) 


ein, deren lineare Unabhangigkeit unten bewiesen werden wird, stellt die 
Gleichung n-ter Ordnung 


(20) 24 Q 28-04 ...492=0 
auf, welche die z; zu Lésungen hat, und setzt 
Q; — x**q,, 
so stimmen die Entwicklungen der q,, die rational in . sind, und der p, 


in den ersten k + m-- 2 Gliedern iiberein. 


Daraus schlieBt man 


(21) oder 


Ebenso wie friiher kann man von 


(1°) y+ Q,y*-9+...+Q,y=(Q,—P,)y*-9+.-.+(Q,—P,) y= Fly) 


iibergehen zu 


y=2, y ¢,2;+ y afar (y)du, 





i=1 re 
(22) : 
y = Sas +d fare \du (#=1,2,...,n—1). 
- i=1 


Man findet hier unter Beriicksichtigung von 


/ /1\\ 
2,= e%2%\1+O0(-})), 
\ \a// 


, a C, C, C, mC, 
ee +) —- SB -...- SB} 
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fiir die Determinanten 4 und 4, folgende Abschitzungen: 
“ s,, 4 nin —e 
2 1\ 
(A+0(;)), 


zy 2% 
A= e=! gt=1 
woraus die lineare Unabhangigkeit der z, folgt, und 


Se-7, Fa-g+ eee! ' 
A,= e=' a=! . (a,+0(+)), 
mithin 
A, —y, .—{o,+(n—1)k) (A; (1\\ 
9° —_ = ‘a =i — ~ = 
(23) i e “g (++ 0/(2)), 


was in den oben fiir y und y angegebenen Formeln (22) einzusetzen ist. 

Setzt man c, = 1, «, =¢,=...=c¢, =, 80 ergibt sich eine Integro- 
differentialgleichung, die eine und nur eine Lésung y,’ besitzt, was man 
wie in §2 durch Zuriickfiihrung auf eine Fredholmsche Integralgleichung 
zeigen kann: 





n 
y= 2, + 5/2, “ F (y)dw 
i=! 
g 
oder 
(24) (b) Yr 2% Cy Chm’ 
y, =e'2r (14 > ale +=) 
e Cc Cc , 
y’ 7 2; é1 , im y — lo, + (n —1) k] (Ay 1\' (b) 
+ — e's (1 + vue t “tat ‘oe x + O(=)) Fy! )du 
i 9; 
und 
n 4 
(24") (y;") = 2; +e {4 R(y®) du (s=1,2,...,n—1). 
i=l a 
Nun sei fir a<a<b 
Max| y”e~* a | = MO, 
Max| (y\”)" e” "Ol MY (s=1,2,...,n—1) 
und 


(b b (b (h 
Max (M, f M, A eves Ms’) = M * 


Dann ist, da ja 
n 


F(y?) = 2'(@,— P,)(m")*~* 


s=1 
war, 
b - — lo, + —1jk 
F(y)e Ny fo, + (w —1) k) 
n 
ms 7 (l— sk. (b)\(n—8) —7, ~— [or +in—s8 k) 
=>) (Q,— P,) 2° (ye 9% eo" x . 
s=i 


10* 
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mithin, da 
(Q, — P,)x*-°* — o( a. ) 
x 


war 


, 


[Fy )e"" ~ lea +t — 0M) -' M”..O O(= 3) = Mt" 0( 1 ): 
"7 z 


Ferner hat man nach (24) 


C, C. 
9 not _ i “im 
a ee) + 4 t ™ 
- C C, r 
x7 = a-~6 it, i —(1-%) y-@%-e (A; ae eee 
> e” "19% (14 a <i) fe (y, O (a+ o(*)) F(y)e Via [ert (nm DE dy 
i=1 
9, 


sowie nach (24*) 








(9) —r1 —lort+ek] (71) (1 7 ¥,-7, Qe y:) 
(y, ) ee a + O(=) + Die” *s (2 +0(2) )) J. 
i=1 4 
fir ¢=1,2,....2—1. 
Da nun offenbar 
% = {1 (yj) Os 1\ 
~ re +O (5) , —_— 0 \3/ 
ist, so folgert man leicht 
n 4 
eadl . , o (i WS ot % eM | (1) 
y, e x -1+0(2) of ed 1+0(2)) I... 
$=1 % 
(25) 4¢ und 
n” z 
— ‘1 + nce ade S 1\\ ( 
(yr) em Mae a} +0(-) + de" "sg “(af +0(2)) J. 
i=1 
LF 
Nun mu8 
Zz 
SJ mete % | (Ae (t)) — (4-74) 4, — @%-e,) ®)) .—7,5,- le, +m —DE 
= € z A t+O\=))e u Fly, je "u ™ du 
%; 
untersucht werden. Fiihren wir die Bezeichnungen 
R (a — «,) R (oj, — «,,) , 
“a = T%, a “= ? R(«;, — & x) ae Tins 
R(o;— 0,)= 


R(7;(z) — 7, (2)) = h; (x) 
fir i=1,2,...,n ein, so wird 


h,(w) =r,2*+! +7, t+ ...4+9,. 2, 
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und es folgt leicht 


Ji< eht'*) »% 








fermenuo(t) eel 
9; 


y+? 


Lassen wir zur Abkiirzung den Index ¢ weg, dann handelt es sich um 


z 











Zz 
—h() ay | —(rut tla rate... +r, u) 
hiz) »o| | © Ol orat*ttianst+... tr, ~ol| | & . 
eM (si x | et e . ee xe) a tite du}. 
9 g 
Ist zunichst r >, so setzen wir g=b. Nun ist von einer bestimmten 
F Stelle an die Funktion G(a) = e*'” 2° standig zunehmend. Es gilt namlich 
t 
nn’ = tae a 
? (x)= e* 2° \h (x) + —)>0, 
\ z/ 
wenn 
oa 
h’ (x) + ~ > 0 
oder 
% k hy pk—l l me 
(k+ 1)rat*+kr,zt-*+...-n2+=>0 
oder 


(k+1)ra*(t4+0(4))>0, 


und diese Ungleichung ist offenbar erfiillt, wenn z eine gewisse Grenze, 
etwa d, iiberschritten hat. Ist also a >d, was man ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit annehmen kann, so wird in unserem Integral 


,A(z) ¢ 
eh(u) a 
“ 


wegen x <u, mithin 


b 


b 
A(z) .« r 
e x du du 1 
[Sas ats 2) ett = O (=a): 
J ey «Die A alten 
z 


u z 
x 





Wir kommen nun zu r < 0 und setzen g=a. Dann handelt es sich um 


z 
H(z)= ear po f e— hiw ag—im +2+0) dy, 


a 








Es wird 
r 
fe“ A y-mt+2tog, 
: : ‘ ‘ a co 
lim a™+* H (a) = lim —hiz),.—(m+24+0) GO 
x + @ z=+@ e z ‘ co 
ities e7 M(t) g— (m+ 2 + 9) 1 — 
— _er os e4a) - ‘ —— > 
pone A(z) » (m + 2 + @) awifig)- bess 
Zz 


also jedenfalls 
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SchlieBlich bleibt noch der Fall r= iibrig. Je nachdem r, > 0 oder 
r, <0, verfahrt man ebenso wie bei r>0 oder r<0 usw. Ist 


z 

i du 

i y@tete 
a 


dieser Ausdruck ist bereits oben in der Form O (ser) abgeschatzt worden. 
x 





r=r,=',=...=7T,=0, 80 wird man zu 2° 


gefiihrt, und 





m+i 
1 
Da also stets unser Integralausdruck | J|— MM” O/{——) gesetzt werden 
er gti g 


kann, so ergeben sich wieder die Ungleichungen 


(b) 
0 < 1 + 





o(1) , M®O(1) 
se gg r amet ’ 
© OC MO (1 

MO? <q, \'4 204 2 OM 
= | a a”! 


. ° - . (b) <r 
und aus ihnen die Beschranktheit von M™’. Nun folgert man ganz wie im 


vorigen Paragraphen die Existenz der Grenzfunktion lim y”’ = y,, fiir diese 
b=+@ 
die Gleichung 
6 1 
y= 2, tera” (5 i) 
z 
und allgemein fiir i= 1, 2,..., n die gewiinschte asymptotische Darstellung 


_ 7;,{2) 8% C; 1 C; m ( 1 \ 
¥,=e z“"\14+ —-+...+—+0\—,) 
z z™ a™ + 


(26) oder 
i y,(*) °; 1 . 
¥=2, +e" 2 0 (=a) 
a / 
und 
7,{f) 9+ b 3) 
(27) yi? = a + et 2% "Ol—2) (s=1,2,...,8—1). 


§ 5. 
Mehrfache Wurzeln der echarakteristischen Gleichung. 
Formale Lésungen. 


Die charakteristische Gleichung der gegebenen Differentialgleichung 
vom Range k-+-1 mége jetzt mehriache Wurzeln besitzen. Dann kann 
man nach Fabry‘) stets eine Transformation der unabhangigen Variablen 


x—t? 


mit positivem ganzzahligen p angeben, sodaB die transformierte Gleichung n 
formale Lésungen der Form 


4) lo. 8. 85. 
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’; (),e = | 
(28) et (%, + P,-1 logt + ... +, log*~ #) 


zulaBt, wobei ¢,,...,p, divergente Potenzreihen von . sind. Driickt 
man hierin wieder ¢ durch z aus, so erhilt man Entwicklungen nach 
1 

Potenzen von x ”. Solche nach gebrochenen negativen Potenzen von x 
fortschreitende Reihen werden von Poincaré ,,anormale Reihen“ genannt 
im Gegensatz zu den Thoméschen Normalreihen. Wir wollen aber nach 
Ausfiihrung der obigen Transformation fiir die neue Variable ¢ die alte 
Bezeichnung x einfihren und kénnen dann ohne Beschrankung der All- 
gemeinheit annehmen, da8 die zu untersuchende Gleichung n Entwick- 
lungen der obigen Form in z, d.h. m ,,logarithmische Normalreihen* und 
keine anormalen Reihen mehr zuléBt. Wir gehen jetzt auf die formalen 
Operationen im Anschlu8 an Fabry etwas ausfiihrlicher ein. 

Uber die Bestimmung der Koeffizienten des Polynoms y,(2), dem 
man die Gestalt (s. § 4) 


a a; 
y,(x) = pot eh +t 4 St 


k Lg 
kal Re tee Hye 


geben kann, ist folgendes zu sagen. Zuniichst ist «, eine Wurzel der 
Gleichung n-ten Grades f(«)=0; ihre Vielfachheitszahl sei 4. Dann 
erhalt man fiir «;, eine Gleichung vom Grade i, die u. a. die 4,-fache 
Wurzel «,, besitzen mége. Mit dieser weiter operierend, findet man fiir 
«;, eine Gleichung vom Grade 4, mit der 4,-fachen Wurzel «;, usw. Ist 
«,, eine 4,-fache Wurzel ihrer Bestimmungsgleichung, so ergibt sich fiir 
0; eine Gleichung vom Grade 4,. Nun miissen mehrere Fille unter- 
schieden werden. 


Zu einer einfachen Wurzel o,, die sich von keiner anderen um eine 
ganze Zahl unterscheidet, gehdrt ein Integral 


y, (2) _o, ‘1 \ 
‘a =i — | 
é xa Ep; a ‘ 


1) CG, , ¢ 
9;(=) =14 44+... 


Zu einer »-fachen Wurzel, die sich von keiner anderen um eine ganze 
Zah! unterscheidet, gehéren » Integrale der Form 


(2) 2; 
e Pi 
y,) 


e a* (Dig + Yj, logz) 


’ , i _ \ 
e71 aM (Pir + (” :' ) i,»—1loga + (’ >) Pi.r-2log?2 +... + P41 log”-1z) , 
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wobei das konstante Glied in der Entwicklung von ¢,, gleich 1 ist. Zu 
einfachen Wurzeln 0,,0,,...,0,, die ganzzahlige Differenzen bilden und 
so geordnet sind, daB R(o,) > R(e,) >... > R(o,) ist, gehéren folgende » 
Integrale (der Index ¢ ist zur Abkiirzung weggelassen): 


e’ ” 


ae 


e” * (2°? To ee xz" Pu log x) 


e”™ (x p, + 2 ps, log x + x py, log* x) 
e”” (2°, + 2-19, logz + 2°-*y,, log?z+ ...+2"¢ »,o-1l0g” #). 
Hierbei beginnen die Entwicklungen von 9,,q@,,..., 9 mit dem 


konstanten Gliede 1; ferner lassen sich die Funktionen p,, aus gy, und g,, 
P31> Pao ®US Py, Pas Pas «+ +> Pris -++> Prv—t BUS Y,, Pa,---, Pr linear und 
homogen mit konstanten Koeffizienten zusammensetzen. Im Gegensatz 
zum Falle mehrfacher Wurzeln ist hier also ein Verschwinden der mit 
Logarithmen behafteten Glieder méglich. 

Hat endlich die Gleichung fiir 9 mehrfache Wurzeln, die ganzzahlige 
Differenzen miteinander bilden, so erhalt man noch andere Entwicklungen, 
die durch Kombination der beiden vorigen Fille entstehen. 

Wir werden nun den Beweis fiir den asymptotischen Charakter der 
Reihen @ zunachst an dem Beispiel einer Gleichung n-ter Ordnung vom 
Range 1, deren charakteristische Gleichung eine Doppelwurzel und x — 2 
einfache Wurzeln besitzt, genauer durchfiihren und dann den Beweis fiir 
den allgemeinen Fall kurz skizzieren. 


§ 6. 
Asymptotische Darstellung. Spezielles Beispiel. 


, " ‘ Tdi allie 
Sei also vorliufig wieder P;(z)= oder ~ a; -+- > “. Die Glei- 
vy=1 


chung f(«)=0 habe die einfachen Wurzeln «;(j = 1, 2,...,m —2) und 
die Doppelwurzel «,_; = @,,. 
Zu den einfachen Wurzeln gehéren Entwicklungen der Form 


a; z 2; 
e ee i? 


P; = 1 + Gs + Gs oan 

Zur Doppelwurzel «,.; médgen 2 Normalreihen (keine anormalen 
Reihen s. 0.) gehéren. Die Zah! o,_,; ist Wurzel einer Gleichung 2. Grades. 
Es wird vorausgesetzt, daB auch diese Gleichung eine Doppelwurzel 


On-1 = 0, besitzt. Dann ergeben sich die Entwicklungen 
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a, a ' Cn—1.1 Cn-1.2 
qe? a 1 Pas; Pn-1 = 1+ oe ee 


e“n-1% gn-t (go, + Ga-ilogz), 4,=Cyg+ os +o +... 

Das konstante Glied C,, in der Entwicklung von y, kann ebenso 
wie die in 7,,%,---,Pn-1 auftretenden, gleich 1 gesetzten Konstanten 
willkiirlich gewahlt werden. Man kann C,, aber im Gegensatz zu jenen 
Konstanten den Wert 0 beilegen, ohne daB die folgenden Koeffizienten 
C,,, C,.,--. zu verschwinden brauchen, da diese nicht wie C;,,0;,,... 
(¢=1,2,...,%—1) durch homogene, sondern durch unhomogene Glei- 
chungen bestimmt werden. Daher wollen wir das Zeichen C,,, beibehalten 
und nicht den speziellen Wert 1 wahlen. 

Wir definieren jetzt die Abschnittsfunktionen durch die Gleichungen 
(99) a= eat (1+ 4... + Se) (¢=1,2,...,%—1) 
z= v, + 2,-1 logz, 


“ n 


wo zur Abkiirzung 


0, = etm-14t-1(0,, 4 S14. Ge) 
ad 2” 
gesetzt ist. 
Die Relation 
(30) P,—Q, = 0; zn) 


ergibt sich ganz ahnlich wie friiher. Durch die «; sind wieder die a, be- 
stimmt, durch die «; und die 9, auch die a,, usw. , durch die @,, 0,,0;,,..-» Cy, 
auch die a; ,.,,- U nd zwar erhalt man fiir die Systeme von je n Un- 
bekannten 4@,,, Gs, ---» &% m+,;([1=1,2,...,] Systeme von je n line- 
aren Gleichungen mit der Koeffizientendeterminante 


i? 0;, 


a oe Yi -" 
(31) A-= |: n—2 ant 

aero rt On—1 

0,1, ... (w—2)agrt, (w—1)agr |: 


die hier dieselbe Rolle spielt, wie die in § 1 mit demselben Buchstaben 
bezeichnete. Es ergibt sich leicht 


(n— 2) (n—3) 
————— 


(— 1) x A = (a, — a@,)(a, — @)... (@, — @p—2)(@, — O- :)° 
(a, — Gy) ... (@_ — &y-2) ( @, — Gaui)” 


(Cn—s — On—2) (Ga—3 — n-1)" 
(Gy-2 = Gp-1) » 
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mithin 
A+0, 


so daB die a,,,4@,;,,... eindeutig bestimmt sind. 


° : A » . 
Nun mu8 der Determinantenquotient 7 abgeschatzt werden. Wir 


verzichten auf Durchfiihrung der Rechnung und geben nur das Resultat 
an. Bedeuten die A, wieder die zur letzten Spalte von A gehérigen Unter- 
determinanten, so ist 


s3<, = eC; x 
4=e* .z™ (A+0(-)) 
eae eee 
Aj=e = a= =(A; +9 (-)) (j =1, 2,...,n—2) 
o( 5 «,-«.-1) 3 Cy Cn -1 ; 
A, e =1 Pee (A, +0 (2) 
“(x a,—@,_1) E e,-e i 1\) 
4-1 aii A, log x = = 2 (C,. A, + 0(=)) 
oder 
(5 a — 4-1) s oy @n-1 
Si1=—-e ™ = {(A. +9 (=)) loge + C,A, + O(=)}. 


Daraus folgt unmittelbar 








4 =e 17 2 (% + 0(2)) (j=1,2,...,m—2) 
te meretenst (es oft) 
(82) ) tect _ _ 4etoge — e~te-tta-t-1*1 (GaAs + 9/2) 
oder 
terete ol tne + + Of} 


Anders wie bei dem von der einfachen Wurzel «; herriihrenden Quo- 


tienten 4 tritt bei = und fn im Exponenten von @ zu der GréBe — 0 


noch +-1 hinzu, auBerdem erscheint bei ont noch die Funktion logz. 
Diese geringfiigigen Modifikationen bewirken aber fiir die folgenden Ab- 
schiitzungen nur unwesentliche Anderungen im Vergleich mit dem Falle 
einfacher Wurzeln. 

Wir leiten nun, indem wir die alten Bezeichnungen (s. §§ 2,3) kon- 
sequent beibehalten, die asymptotische Darstellung zuerst fiir ein Integral 
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ab, bei oom keine Logarithmen auftzeten, z. B. fiir y, und dann fiir y,. 
Es ist y;” die einzige Lésung der Gleichung 


y hoz, =o w, fi ‘F(y y.”)du 
m1 


oder 


Pant Sa ferrwe&+0()) Five 


a i n- athe +0(4)) logu + SoA Cro An -+0(! Uh p du 


+ (2,-1 loga + v,) fer tanat rena tt (Me +o(2 1) F (y y) du. 


9, 


Die ersten n — 2 mit Integralen behafteten Ausdriicke auf der rechten 
Seite dieser Gleichung fiihren ganz wie friiher zu 


uo(- 03): 


Bei dem vorletzten ist zu bedenken, de8 im Integranden u log u hin- 
zukommt, wofiir man auch O(u'*”) mit festem, positiven, beliebig kleinen 7 
schreiben kann. Daher liefert dieser den Beitrag 


git" (db) 
x)= M o( m— +). 


Bei dem letzten tritt logx vor und uw unter dem Integralzeichen 
hinzu. Mithin ergibt sich hier 


(0) - (x log x (b) 
w ofc) aro) 


a™t 





Mu” o( 


Die Summe aller m Ausdriicke wird also in der Form 


Mu o( 1 ) 


2™~" 
abgeschatzt. (Durch eine Verfeinerung des Verfahrens kénnte man 
Mo(= erreichen, worauf es aber nicht ankommt.) Fir M® findet 
man on unmittelbar die Ungleichung 


M” <p + 288+. M®)0(1) 


a™~" , 


woraus wieder die Beschrinktheit dieser GréBe folgt. Jetzt erhalt man 
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leicht die Existenz der Grenzfunktion lim y®) = y, und fiir diese die Dar- 
stellung week 
—~“%z  —oy C Cy, m-1 , Cin 1 
ye zx =143+...+ 34340) 
nebst entsprechenden Formeln fiir die Ableitungen. 
Analoge Darstellungen gelten fiir y,,...,¥,-. und auch fiir y,_,. 
Es ist daher z. B. fiir y®., wenn man noch nicht mit 6 zur Grenze iiber- 
gegangen ist, 
C C, 1 
(d) he oe -n-1,1 ote 4 _8—1m = i 
Yn—1e afar == 1 + Bes ni = + O(=-): 
mithin 
Yes = 2n-1 + e“n-1* a - 0(- =) 


was wir bald benutzen werden. 
Wir kommen nun zu der Funktion y®, der einzigen Lésung der 
Gleichung 


y? = +2 “ft F(y®) oder 








(34) z 
‘hs C a { 
y® = 2y-1 log x + e%=-1* ap®—1 (C.. oe a be) +2 2 ~F(y®) du 
x 2™ —_— { n 
i=1 
g 
und wollen zeigen, da8 
C. C , 
(35) (y® — y® “Hy? Ons — O.. 4 824 4 mrt . 
3D ) \¥,- yf , log ae " P Cro x yume 2”! o(-2 ~ 


gesetzt werden kann, wobei 7, wieder eine positive, beliebig kleine Kon- 
stante bedeutet. 

Zur Abkiirzung schreiben wir 
(36) y —y®, logz= h” (x) 
Ahnlich wie frither sei nun hier 
Max |h® (x) e“=-1* 2 n-1 | — M®, Max|(h®(x)) o> “e217 2-8-1 | — MO, 
sowie 


Max (M,”, M;”,..., M.?;) =m”. 
Aus der Funktionalgleichung fiir y” folgt 


h” (2) = y® — y® logz = (2,-1— y® ,) log +, + ye Ss *F(y®)du 
Nun ist aber, wie eben bewiesen wurde, 


2,- 1 —g®., = e” “n—1* xn- 0(; 4) 
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mithin 





(Zn-1 — y¥,) log a = e“»-1* 7-1 O ( : 


ei ’ 


wo », nur der Umgleichung 7, > 7 zu geniigen braucht. Daher 


h” (x) = 0, + e%-1% ale O(a) +3'2,{4F (yo) du. 
é=1 g; 


Hierbei ist 


F(y®) = > (Q. — P.)(y)*~. 


Ferner war 
n 


n—é a z 1 \ 
F (y®,) = >) (Q.— P.)(y,)°-? = e%- 2-1 0(=nia). 


#=1 
Setzt man 


a-S1@ (am) *, 
so wird, da 


(A )e-9 — (yo) *- 8) — (g@,)°-9 log x — ("7 *) (y® yore ts a2 


n—1 


z 
ist, 
F(y®) — F(y®,)loga =D) (Q am P,)((a®)"-* 4 ("T\(9®, )(n—s—1). J ia “J 
s=1 
= G4 +2 (Q P,)(("7 *)( yi), )e-e-d. : = is 
= GY 4 etni* o%n—1 ren 
folglich 


| (F (yn?) — F (yns) log x) e7*»~17 ns | < Q™ eo 8nni® Gna | 4 O(a) 
z 
Nun ist aber 


amt 


und 
( \,74 = -—o 1 
LP (gis)eratartn| -0(2.,), 
daher 
- pe l 1 1 
|F (yy? )e*a* 2-4) =O (TEE) + MO (Sa) + O(a) 








1 ] 
- u*0(35) + 0(488) 
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Mithin kommt man bei den weiteren Abschitzungen zu Ausdriicken der 














Form 
ta |feu"(M0(Z =) + 0(HES)) dul, 
sowie Fe 
J log u(r” O(a i) +0 (2%) au 
und 








ore fo (ae o(-ta) +0(88%)) ae) 


wenn zur Abkiirzung der Index i weggelassen wird. 
Am ungiinstigsten sind die beiden letzten Ausdriicke. Sie liefern die 


Beitrage i ; 
M0( 3) + °(z-) 


In dieser Gestalt kann daher die Summe aller m mit Integralen behafteter 
Ausdriicke abgeschatzt werden. Daraus ergibt sich leicht die Beschranktheit 
von M® und schlieBlich die gewiinschte Gleichung 


Cc Ch. 1 
(35%) kh? (x)emte-1* 2-8-1 = Ong pte 4 0S = =). 
2™ 








z 


Wie friiher folgert man jetzt wieder die Existenz der Grenzfunktionen 
limh® = h, sowie auch lim y =y, und fiir die erstere aus (35*) die 
b=+@ b=+e2 

asymptotische Darstellung. Wir erhalten also die Poincaréschen Limes- 
gleichungen zunachst fiir alle Werte des Index bis m—1. Es 1aBt sich 
aber ahnlich wie im Falle einfacher Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
zeigen, daB sie auch fiir alle gréBeren Werte des Index, z. B. auch fiir m gelten. 

Demnach finden wir endgiiltig 





wma tera O(a) —evar(lt B+... +3 +0 (a), 


y,” = - 2, 4+ e%* rt ‘O(- =) 





fiir 
¢=1,2,...,2—1 
(37) und 


Yn = VU, + e7n—1 * a°n- 0(- gati) + ¥e-sloge 





a ’ C, C, 1 
= e%n-1* gas (Cro + = toot — + 05 


=3)) + yn—1 log x, 





y ams vi) +e “n—1 * x on— ‘0(n)+ (Yn—1 log 2)” 
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Wie man sieht, kann die oben gewonnene Abschatzung o( 


1 
gmt) 


) nach- 


2" 


traglich durch o( ) ersetzt werden. 


§ 7. 
Allgemeiner Fall. 


Hat die charakteristische Gleichung der vorgelegten Differential- 
gleichung vom Range 1 Wurzeln beliebiger Vielfachheit, so bleibt die 
Relation 
(38) P,— Q= 0(=) 


gmt? 


unverandert bestehen und wird wie friiher bewiesen. 
Ferner ist jetzt 
n n 
«Sa, 2% 1 1 
smelt” et (a4 0(2)), 

xe zx 
wobei die positive ganze Zahl g<n ist und A eine nur von den a, ab- 
hingige, nicht verschwindende Konstante bedeutet; auBerdem hat man 


(= 4 
2( 3'a,-a,) > 2 
t=1 = 


} ~% log "tg bh . 
of oe™*(a, + 0(4)) (¢=1,2,...,m), 


A,=e 


wobei die positive ganze Zahl g; <q, die positive ganze Zahl u, <n und 
A, eine nur von den «@ abhiangige Konstante ist. Durch Division der 


+ 


beiden letzten Gleichungen ergibt sich 


A -a,z —o A “, A; 1 
(39) Zae ae og" «(+ 0(4)); 


hierbei ist 
054,=q-G,<%. 


Die abzuschatzenden Ausdriicke kénnen unter Weglassung des Index ¢ auf 


zr 
| —-76 _—-¢ 7 
lfe u~° w* log” u 
fe P or | Ae ee 
e’* x° log z| sD du| 
g 


reduziert werden, wenn p eine positive ganze Zahl < n bedeutet. 
Dieser Term fiihrt aber zu 


1 
0 (i=) 


wofiir man wegen 1+ » < n a fortiori 


_ 
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schreiben kann. Hieraus ergibt sich die asymptotische Darstellung so 
wie immer. 


Hat die vorgelegte Gleichung den Rang k +-1, so ist stets 


give 
(40) P,-@,=0(25) 
und 
(41) 4 =O(1 ) e214) p- le, + (n— HEI 4, log” x, 


woraus die gewiinschten Folgerungen zu ziehen sind. 


Es bleibt noch iibrig, die Formeln fiir die asymptotische Darstellung 
explizite anzugeben. 


Ist @ eine einfache Wurzel ihrer Bestimmungsgleichung, die sich von 
keiner anderen um eine ganze Zahl unterscheidet, so gehért zu diesem 
Werte ein Integral der Form 
1 {4 
y=2z+erz20 (=n) , 


(42) 





1 
(s) (s) _L. (Zz) por+ek 
y — 2) + erg 0 (=n): 


Ist 9 eine »-fache Wurzel, die sich von keiner anderen um eine ganze 
Zahl unterscheidet, so kann man zunachst im Anschlu8 an die formalen 
Entwicklungen (s. § 5) schreiben 


r( 2 
y, ~ ce? xe g, 


¥™~ ev (*) ew, TH log = 


(y—1)\ (y—1\ 


y, ~ er xe, + | 7 y,—1 log x — ‘ 9 )Yr-slog*z+...+(—1)"y, log” * a. 


Fiihrt man nun neben den Abschnittsfunktionen 
’ és 

2 = ere) xe(1 Cu the + 12), 

t x 


C,.\ 
Z, = er) ¢ (04, + iee fe tll+...+ =") log 2.) 
z 





' Com v—1)\ / ' i... m 
a = e710) 8(Cro +... + P+ ) (Cr-s.0+-+. + *) log x 
x \ 


Chan r—1 
toe. + (1+... +33) log *) 
z- 


noch die Teilfunktionen ein, aus denen sie zusammengesetzt sind, 





{43) 
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z™ 


Com 
v, = e”'*) xe (Cr +...4+ a) 





| ¢.. 
v= er) 20 (Ong to. + =): 
z 


so gewinnt man die endgiiltige Form der Darstellung 





1 
ina +e" xO (a) 





(s)__ ,(@) » ,rlz) etek em 
; =s, +e 2 0(—) 
= P y(z) o if 1 
Ye =v,+¢€ x*O(—5) + » loge 


2 / 


(s) ! e ( 1 ) 
ys! v” ai eo” etek ( ari) + (, log a)” 


yz ey 1 
Ye = te 2O\ 5) 
/y—1 y—1)\ 9 , 
til ) ys log « — ( 9 ) Yr—2 log? z+... +(— 1) y, log’-? 2 


, Tie—l' ar, : 
+7) ae-alog 2 — ("5 ) yea log* x +... -+(—1)"y, logr-* 2| 





Ein naheres Eingehen auf den Fall ganzzahliger Differenzen zwischen 
den Wurzeln o unterlassen wir, da dieser Fall nur in rein formaler Hin- 
sicht etwas Neues darbietet (s. § 5). 

Das Gesamtergebnis unserer Untersuchungen ist, daB die formalen 
Entwicklungen ausnahmslos asymptotisch sind. 


2. Kapitel. 
Partielle Differentialgleichungen. 


$ 1. 
Allgemeines iiber Systeme simultaner partieller Differentialgleichungen. 


Wir gehen jetzt zum Studium von Systemen simultaner partieller 
linearer Differentialgleichungen iiber, von denen ausdriicklich vorausgesetzt 
wird, daB sie nur eine endliche Anzahl linear unabhiangiger Lésungen be- 
sitzen. Auf dieser Eigenschaft beruht letzten Endes die Analogie mit 
gewohnlichen Differentialgleichungen. Als Beispiel wahlen wir ein System 
von zwei Gleichungen zweiter Ordnung mit zwei unabhingigen Variablen. 

Mathematische Annalen. LXXXI. 11 


(s) 
































Zray 


Zryy 
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Doch sind alle Methoden, die zur Anwendung gelangen, auf Systeme von 
mehr Gleichungen héherer Ordnung mit beliebig (endlich vielen) unabhangigen 
Variablen iibertragbar. 

Unser System ist 


t,,+ Pz, + Ps, + Ps, + P2=0, 
2, + Qv2..+ QQ” z.+ Q® z, + QMz a= (. 


Die Koeffizienten P®, Q™ seien analytische Funktionen von x und y, die 
sich an der Stelle x—£, y=» regular verhalten. Wir machen ferner 
die Annahme, da8 


(2) PYXQY — 1+0 


ist, d. h. nicht identisch verschwindet. Dann hat (1) héchstens vier linear 
unabhangige Lésungen, die sich in (&, 4) regular verhalten. Schreibt man 
nimlich die Werte von z, z,, Zy,Z,-y an dieser Stelle willkiirlich vor, so 
sind zunachst z,, und z,, bestimmt. Um die Ableitungen dritter Ordnung 


zu erhalten, differenziert man (1,) nach y, (1,) nach 2 und findet 


(1) 


1 (1) 2 2 ' 3 (3) ( 

+ PO gay Pe toy + PO tay + Pe te + PO ty + Pe, + Pz, + PY z=—0, 
(1) (1) (2) (2 (3 (3 (4) (4 

+ Q? zoey + QE toy + QO zee t+ QE 22+ Q” zey t+ Qerzt QP 2+ Qi z= 


Diese Gleichungen kann man nun, nachdem man z,, und z,, durch 
ihre Werte in Zpyr +++) % ersetat hat, nach Srey und —_ auflésen, da die 
Koeffizientendeterminante P® Q® — 1 ist, also nicht verschwindet. Dif- 
ferenziert man jetzt (1,) nach 2 resp. (1,) nach y, so gewinnt man z,_, 


resp. z,,, usw. Die Ableitungen beliebiger Ordnung sind also eindeutig 


* “yyy 
bestimmt. 

Die Maximalzahl 4 der Lésungen — im allgemeinen existieren natiirlich 
iiberhaupt keine — wird erreicht, wenn die Koeffizienten P™, Q™ vier 


Relationen geniigen, die ihrerseits wieder partielle. Differentialgleichungen 
sind. Das unhomogene System 

2.,+ P™s,, + Ps, + P® 2 + PM2+4 P® — 0 

2+ Qz., +4 Q@ z, + Q® Z, 4. Q”z + Q” == () 

erreicht seine Héchstzahl von vier Lésungen, wenn die Koeffizienten fiinf 
Bedingungen erfiillen. Man leitet sie folgendermaBen ab. Nachdem die 
Ableitungen dritter Ordnung durch z,,, z,, z,, 2 und eine von z freie, 
bekannte Funktion dargestellt sind, findet man z entweder durch 


za2yy 
Differentiation von z,,, nach y oder von z,,, nach z. 


xeay 
Sei etwa auf diese Weise 
x =A, + A%z, + A%2 + A®z4 A” 


zzyy 


— Rw (2) | (3) | (4) (5) 
Zee yy = BY 2,,+ BY 2,4 Bz, + BY z+ BY, 


(3) 


und 


0. 
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wobei die Funktionen A“ und B® nur von den P™ und Q® abhangen. 


Die beiden Darstellungen von z,,,, miissen nun identisch sein; denn 


sonst hatte man eine Differentialgleichung der Form 
( i (s 
(AY — B™)2,,+...+4% — B® =0, 


und das System (1) hatte héchstens drei Lésungen, da man nur noch die 
Werte von z, z,, 2, willkiirlich waihlen kénnte. Daher ist notwendig fiir 
die Existenz von vier Lésungen das Bestehen der fiinf Relationen 

A* — B® =90 (¢=1,2,...,5). 


Diese sind aber auch hinreichend; denn, wenn sie gelten, sind, wie leicht 
ersichtlich, die verschiedenen Darstellungen, die man fiir die anderen Ab- 
leitungen vierter oder héherer Ordnung erhilt, ebenfalls identisch. 


Die ,, Integrationsbedingungen“ lauten in dem von Wilczynski be- 
handelten Spezialfall, wo P= 0 und Q® = 0 ist, 
p® fac e) -( 
y . : 
2+ 2Q0 — Q”P2 — PQ” 
= (P*) + Qg”? Pp” si P®Q® = 2Q”' PP?) — 0, 
Qf + P™Q% — Q™P? — 2P%Q” 
— (Pry + 2P,” — PQ,” — QP,”) = 0 
® _ 9 p®g® _ g®p 1 peg 
zz =z z Zz 
~ (Pi) — 29" P® — PQ + QP) =o, 
Q” rm P®Q® i Q” P®) a 2Q® p® - Q” p® 
= (P® “ Q” Pp > P® gi) 9 PQ” a Pe”) we: 
Im allgemeinen Fall sind sie auBerordentlich kompliziert; wir wollen 
sie daher nicht erst hinschreiben. 


Die fiinf Bedingungen reduzieren sich fiir das homogene System, bei 
dem P“ =0 und Q® =0 ist, auf die ersten vier, wahrend die letzte 
eo ipso erfillt ist. Wir bleiben nun beim homogenen System und nehmen 
an, daB die vier Bedingungen tatsiachlich gelten, so daB vier Lésungen 
existieren. 

Nebenbei wollen wir noch ohne Beweis bemerken, daB in dem durch 
(2) ausgeschlossenen Falle P“’Q“ —1=0 entweder héchstens drei Lé- 
sungen vorhanden sind oder aber unendlich viele. Jedenfalls existieren in 
diesem Ausnahmefalle niemals genau vier Lésungen. 


11* 
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§ 2. 
Formale Lésungen. 


Uber das Verhalten der Koeffizienten von (1) in der Umgebung der 
Stelle z = cc, y= co machen wir jetzt die Annahme, daB sie in der Form 





.. a’ Nu Ad 

(i) N\ “ur (4) “er 
(4) P aed. aoe Q’= lad 20 
n.r=0 n.v=07 y 


oder, was auch geniigt, 


; 2. a’ : 4 pt 
(4*) iti? Se O~ 35 
aout o u.9=07 y 


darstellbar sind, wo die Reihen rechts etwa fiir |z|>a, |y| >a kon- 
vergieren resp. selbst asymptotischen Charakter haben. 
Zur Abkiirzung setzen wir 


Geo=G,, beg=5,. 


Das charakteristische Gleichungssystem 
(2) f(«, B)= a® + a,af +-a,a-+a,8+a,=—0 
g(«,f)= 6 +b,ef8 +b,c+5,8 + 6,=—0 
mége vier Lésungspaare besitzen. Da durch Elimination von f eine 
Gleichung vierten Grades fiir « entsteht, in der a‘ den Koeffizienten 


a,b, —1 enthalt, so ist notwendig und hinreichend fiir die Existenz von 
vier Wurzelpaaren das Bestehen der Ungleichung 


(6) a,b,—1+0. 


Sie ist lediglich eine Verscharfung der Bedingung (2), da a,b,—1 das 
konstante Glied in der Entwicklung von P“’Q“’ —1 nach negativen Po- 
tenzen von x und y ist. 

Wir machen ferner vorlaufig die Annahme, da8 (5) nur einfache Lé- 
sungspaare («:,,8,),..-, (@,,8,) besitzt. Dann existieren vier dem System (1) 
formal geniigende Entwicklungen 


ett TAY y"'@,;, 
(7) (¢=1, 2, 3, 4), 


> 


i Cho Cor 

P; = Coo + ey +... 
wobei die Reihen ¢, im allgemeinen fiir jede Wertverbindung (x, y) di- 
vergieren. Wie die Rechnung zeigt (s. u.), bleibt Cj, willkiirlich und wird 
im folgenden gleich der Einheit angenommen. Tragt man die Entwick- 
lungen (7) in (1) ein, so erhalt man die Gleichungen zur Bestimmung 
von «@,, B;, 0;, 9;, "a Cs ..- Durch Nullsetzen der konstanten Glieder 
ergeben sich die Gleichungen (5) f(a, f8)=0, g(a,B)=0, welche «, 
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und £; liefern. Weiter findet man unter Weglassung des Index i durch 
1 


Nullsetzen der Koeffizienten von 1 und - 
o(2a¢+a,f8 + a,)+ a}, a8 + a3,c+a3,f+as,=—0, 

0(b, 8 + by) + bye @B + Bio @ + byob + Bi = 0, 
(9) (a, + a,) + a), a8 + a5, ¢ + a3, 8 +43, =0, 

, 0 (28 + ba + by) + bo, @B + bo, @ + 5,8 + by, = 0. 

Durch (8) ist 9, durch (9) o eindeutig bestimmt. Denn was z. B. 
o, betrifft, so laBt sich zunichst zeigen, daB die beiden Gleichungen (9) 
miteinander vertraglich sind. Dies beruht darauf, da8 die Funktionen 
P® und Q" nicht ganz beliebig gewahlt werden diirfen. Vielmehr ergibt 
sich aus den Integrabilitaétsbedingungen und den Gleichungen (4) folgendes. 
Durch die a,, ai,, as, und 6, sind die 6‘, und bf, eindeutig bestimmt. 
Nimmt man die aj, und a}, hinzu, so sind die ai,, bi,, bi,, bi, eindeutig 
bestimmt usw. Geniigt also o der Gleichung (%,), dann eo ipso auch (9,). 
Ferner kénnen die in diesen beiden Gleichungen auftretenden Koeffizienten 
von o nicht gleichzeitig verschwinden. Denn es sei etwa a,«+-a,=0 
fir «—«,. Dann folgt aus (5,), daB auch «*+a,c+a,=0 wird. 
Nun entsteht durch Elimination von f aus (5) die Gleichung 

F (a) = (a? + a,a+a,)* —(a,a+a,)(b,¢+,) (a? ++ a,a+a,) 

+ (b,c + b,)(a,a+a,)*° =0. 

Offenbar wird F’(a,) = 0, so da8 a, mehrfache Wurzel von F(«) =0 

ist; sel etwa a,=a,. Ware nun fiir a= a, auch der Koeffizient von ¢ 


in (9,), dh. 28+0,a+6,=0 oder P= — asthe, so hatte (5,), da 


(8) 


sich aus ihr 6 = — musts = Get be) _ b,a — b, ergibt, die Doppel- 


wurzel §, = £,. Mithin wire « ein mehrfaches Paar gegen die Voraus- 
Py 2 1? 3 seg 


setzung. Ebenso wird der Beweis fiir 9 gefiihrt. Durch Nullsetzen der 


Koeffizienten von Me a .e™ (1,) findet man 
az*’ y®? ay 


C,,(9° + a}, bo +a2,0+ ajafh-+ ada+ asp + aj) 
+ C,,(2a(9 —1)+ 4, B(e—1)+a,9+ 4), 48 + a,¢ + a),f + aj,)==0 
C,(aj,c0 + a3 o+a\,ap + a%a+ a3, p+ aj.) 
(10) +C,, (a,a(6 —1)+a,(6—1)+ a}, cf +a5ae+a3 p+a})=0 
Cy (4,90 + aiac + a), Bo+ ajo + a),o+ a), uf + aie+aip+a;, 
+ C,, (4, «0 + @, 6 + a), «8 + a;,a +4), 6 + a.) 
4 C,, (2a9+a, Bo + a,0+aj,ap + a?,a+aip+as)- 0, 


sowie drei analoge Gleichungen, die aus (1,) hervorgehen. 
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Ahnlich wie oben 1laBt sich beweisen, daB unter diesen sechs Glei- 
chungen nur zwei voneinander unabhangig sind und daB aus diesen C,, 
und C,, bestimmt werden kénnen, wahrend C,, willkiirlich bieibt. 


Fiir C,,, C,,, Cy, erhalt man acht Gleichungen, unter denen drei 
unabhangig sind, usw. 


Fiir das folgende ist es von groBer Wichtigkeit, daB die Determinante 


SB.. See Me 1 
| & ae 
“e | 
£* er 
ist. Aus ihrem Verschwinden wiirde namlich, wie wir jetzt zeigen werden, 


die Existenz mehrfacher Lésungspaare von (5) folgen. (Die Umkehrung 
ist evident.) Setzt man mit einem variablen Parameter ¢ 


(11) é 


a, + tB, = 8,(t), 


so ist notwendig und hinreichend fiir das Vorhandensein mehrfacher Paare 
(«,, 8,) das in # identische Verschwinden der Determinante 


B}, 8, D;, 1 


3 
a(t) —| 2° 
| aaaee 
od = | 
Nun ist 
0; =a 4 3a; Bt 3a; a Bit. 


Man kann aber «*, a?,«8°, 6” mittels (5) durch af, «, 8,1 dar- 
stellen. Dann erhalt man etwa 


8 , i 
0; = u, «8; 4 Ug &; 7 u, B; + u,- 


Dabei sind w,,..., %, ganze Funktionen von ¢ und rationale Funk- 
tionen von a,,...,6,, wo im Nenner lediglich die von 0 verschiedene 
GréBe a,b, —1 auftritt. Ebenso sei 

2 ' 
0; = v, &,B; + vga; + vB, + ¥ 


4° 


Mithin wird 


| os. ct 1 
o- be Pua tt, Bg +%,,... 


tu, @, B, + U.t, + Uy By + U,,.-. 


| wu, B, + tg, + Uy, + U,, 0,0, 8, + 0,0, + 0,8, +¥,, & +tf,,1 
} 
| 
u, «, B, + ua, + uf, + u,,... 
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oder 
Uy, Ug, Ug, Uy 
9 — U1, Ug, Us, % | 
a t & 9 
0, 0, 0, 1 
Aus 6 =0 wiirde also 6(¢)=0 folgen, w. z. b. w. 
§ 3. 
Die Funktionalgleichung und zwei grundlegende Relationen. 
Wir fiihren jetzt die Abschnittsfunktionen ein 
(12) wO — ZB” R®, (¢=1,...,4) 
wobei 
E® — a,2+B,¥ > e; ty o, 
(18) +h ee + Sim 
ad y a2™ ot g™ 


gesetzt und m ein beliebiger Index ist. 


Man findet leicht unter Weglassung des Index i 


w=ER=E(1+0(2)), 
w, = E((c+2)R+R,) =E(«+0(4)), 
w,—E((6+2)R+R,) =~ £(6+0(2), 
y= B((c+$) (6+5)R+ (6+5) B+ (0+2)R,+R,,)=#(ap+0())), 


sowie auch 
w,, = B((a+%)'R+2(a+2)R,-&R+R,,)=E(a*+0(2)), 
w,,— E((6+°)'R+2(8+2)R,—R+R,,) = H(6°+0(2)), 


wobei die Gleichungen ¥ = O(1) und | = 0O(1) beriicksichtigt sind. 
Setzt man 


(1) (1) (1) 
Way> Wz > Wy > w" 
(2) 
Way, --- 
(14) A= |, 
(8) 
Way,--- 


(4) 
| Wags >>> 
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so ist 4 das Analogon zu der im Falle gew6hnlicher Differentialgleichungen 
auftretenden Wronskischen Determinante. 
Es ergibt sich weiter 


1 1) 1) at 

6, + O(2), q+ 0(2),4+0(2),1+0(5) 
1) 

{ - EE” E™ E® RE AP + O(;) Sioadl 

A= n 

«Bp, +O \3/? 








' (1) 
«, B, +O \z/ > owe 
oder 


A= BSB? BYES (a + o(;))- 


Da 6+ ist, so erkennt man, daB 4 nicht identisch verschwinden 
kann, daB also w”,...,w linear unabhangig sind. 
Mithin 1a8t sich das System 
ww, n Hw, +H” w, r 1° wy + H® w= 0 
(15) ‘eed 
(1) (2) 1 r®., (4) 
w,,+ Kw, + Kw, + Kw, + Kw=0 
aufstellen, welches die w zu Lésungen hat. Die Koeffizienten H, K“ 
sind Determinantenquotienten, und als Nenner erscheint stets 41. Man 
, . : , : , 1 1 
sieht leicht ein, daB die Koeffizienten rationale Funktionen von - und — 
sind, die sich in x = co, y = co regular verhalten. Sie kénnen also nach 


» « . ‘ 
Potenzen von : und = in konvergente Reihen entwickelt werden. 


Wir wollen jetzt zeigen, da8 die Entwicklungen der P und H, 
sowie der Q und K™ in den Gliedern bis zur (m-+1)-ten Ordnung 
iibereinstimmen. Aus der Art, wie die GréBen a, f, ... berechnet wurden, 
ergibt sich folgendes: 


Durch die a; und b; sind die «; und £, eindeutig bestimmt, 
» @;,6,,a%,, a),, bf, 6%, auch die 0; und o,, 


10? 10? 
- op gy Oey . - +» GE, OE, GE, 0 es bj, auch die Ci, und Og. 


‘ ‘ . i ‘ 
» G;, b;, ++ +9 Bm+1,05 ++ +5 Bo, m+1 auch die Cro; ery Com: 


Es gilt aber auch das Umgekehrte. Durch die «, und £; sind die 
a, und b, eindeutig bestimmt mittels zweier Systeme von je vier linearen 
Gleichungen, deren Koeffizientendeterminante 6, also + 0 ist. 

Durch Hinzunahme von 9, und o; sind auch af, und aj,, sowie bi, 
und 69, bestimmt, usw., durch Hinzumahme von Cyo,..., Com auch 


Gm+1,0,---, 00,m41 und zwar stets durch Systeme von je vier linearen 
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Gleichungen mit der Koeffizientendeterminante 6. Aus obigem ergibt 
sich unmittelbar 
. @ i) 1 i @® 1 
(16) p®_ H' = 0(=a)> Q”_K = 0(a) 
sowie 


(é) i) 1 ‘ ‘ 1 
P?)— H? = = O(=n8)> Q:— kK? =0(Sa) 
.* ; 
(16 ) 1 


po _ 7 .. O (=e 5); @_ xO _ o( 73): 
zx 


ymts 


Um die Funktionalgleichung abzuleiten, schreiben wir jetzt (1) in der 
Form 


2,.+H2,,+ 42,4 H%2,+ 4% =(A— Pz, +...4+(H°—P®)2z= 


tyy + Ke, + E24 Ke 4+ K 2 =(K—Q)2, +...4+(K9-Q%e= 


Sieht man F und @ fiir einen Augenblick als bekannte Funktionen 
an, so ist (1") ein unhomogenes System, dessen Integrale mittels der 
Variation der Konstanten durch die des zugehérigen homogenen Systems 
(15), d.h. durch die w, dargestellt werden kénnen. Man findet 


(17) = Sew" >) vol [M°du+ Ndr], 
9, * 


sowie 


z, = $e wy wef | M"du+N dv} 
f=1 gt, 


t=1 


zy 
z, = S%e,106 + Sag ef [M°du+ N dv] 
i=1 t=1 “sa 
4 


= x w+ Sw aft M® du+ N dv). 


Dabei sind die c, die willktstichen Integrationskonstanten, die g; 
und |, beliebige, aber fest gewahlte, nur durch die Ungleichungen g; > a, 
1; >a beschrinkte Konstante. Der Integrand ist stets ein exakter Diffe- 
rentialausdruck, sodaS das Integral vom Wege unabhangig ist. Ferner 
hat man, wenn auch die Differentiation nach uw und v durch Indizes an- 
gedeutet wird, 

(i) 4 
M®—** ro+ F044 (F.C + FC+6,0+6C) 
(18) 


(i) A 


) A 
Nn” = 7 40+ 3 —~. 








F 
G. 
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Hierbei bedeutet A die zu wS') gehérige Unterdeterminante von 4. 
Endlich ist C das allgemeine Symbol fiir irgendeine Funktion, die nur 
von den Koeffizienten H“ und K“ der Differentialgleichung der Ab- 
schnitte abhangt und aus diesen durch die vier rationalen Operationen 
und das Differentiieren abgeleitet wird und zwar so, da8 als Nenner 
lediglich oo Potenz von H™ K” —1 auftritt. Da neben H® und K® 


auch Fx} in = co, y = 0 regular ist, so gilt dasselbe auch von C. 


Man kann daher 
C = 0(1) 
setzen. 

Substituiert man in M und N fiir F und @ die aus (1*) sich 
ergebenden linearen Differentialausdriicke von z, so ist (17) eine Funk- 
tionalgleichung fiir z. Diese mit vier willkiirlichen Parametern ¢,, ..., ¢, 
behaftete Integrodifferentialgleichung ist dem gegebenen von Parametern 
freien Systeme von zwei simultanen Differentialgleichungen Adquivalent. 


Wir miissen jetzt noch die in (18) auftretenden Determinantenquotienten 
) ) q 
s® 49 a 


—s = ; 7 abschatzen. Es ist z. B. 
| we", wy”, w™ )¢ + o(- }> p, + 0(<) Rete =) 
4™ — we, = he E® BE" + O fe), 
| z/ 
(4) } 
SO «sie 6 | ja, +0(), 
mithin 


I= 





(1) 2) pS) pis) 
AY =EE 0(1) =~ ss 0(1) 
und allgemein 
I= 
@ 
Ferner ist z. B. 
2, wy, wo! ol, we, w™ 
A® = jo, ... lee, ... 
wf .. ae, ... 


a3+0(1), 6,+0(), 1+0(2)| | \a,+0(2), 
=— E® g® A a3+0(2), eee + + 0(2),--. 
(),.. 
z 


a?+0(2),... «,+0 


ap.+0(!), 140(2) 


\ 





al 


Uber die asymptotische Integration von Differentialgleichungen. 171 


oder 
A? = B® R® #®0(1) 
und allgemein 
4 4 
PAG [Tx 
4: ==g- - 9(1), sowie 4,’ = =—5—+ 0(1). 
Aus den letzten Formeln in Verbindung mit der oben fiir 4 abgeleiteten 
folgt unmittelbar 


(@) 


an 





> & 


& 7 


0(1) 


\ 19) wes E® 





= O(1) ei FA go My %, 





a 


( 
y 
4 


) 


a 








Die Funktionalgleichung (17) bildet nebst (16) und (19) die Grundlage 
fiir die folgenden Abschatzungen. 


§ 4. 
Spezielle Integrodifferentialgleichung. Existenz und Eindeutigkeit 
der Lésung. 


Aus dem oben definierten Sektor S schneiden wir jetzt ein endliches 
Teilgebiet heraus, indem wir durch einen Punkt B mit den Koordinaten 
x=b, y=b, die lediglich durch die 
Ungleichung 6 >a beschrankt sind, oT 8 
Parallele zu den Achsen ziehen, wel- 
che G, und G, in C resp. in D schnei- : 
den. Das Viereck AC BD bezeichnen G S 
wir mit S®. Lassen wir dann 6 ins 
Unendliche wachsen, so geht es in 8 














iiber. Der Punkt mit den variablen A G; C 
Koordinaten (x,y) werde P, der 
mit den festen Koordinaten (g,, l;) Fig. 2. 


werde LD, genannt. Der letztere 
wird stets einer der vier Punkte A, B, C, D sein. 


Die Gleichung (17) kénnen wir in der Form 


4 4 Pp 
t=1 t=1 4 
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schreiben. Setzen wir, wenn & irgendeine der Zahlen 1,..., 4 bedeutet, 
¢.=1; ¢=0, tsk, 


so erhalten wir die spezielle Integrodifferentialgleichung 


bs P 
(20) z= w® + Sw f[M°du+N dv] 
L, 


i=1 
und werden jetzt beweisen, daB diese eine und nur eine Lésung besitzt. 


Vorher miissen noch die Punkte DL; genau bestimmt werden. Setzt man 


zur Abkiirzung 
R(a,—a,)=7, R(B;— B,) = 94, 
und auch gleich mit Riicksicht auf die spiteren Untersuchungen 
R(o,-o)=7, Rl —4)= 4%, 
so sind folgende vier Fille zu unterscheiden: 
(1.) 7,29, é;=> 0; L,=B. 
(IL) y, <0, 6,0 mit Ausschlu8 von y,=0, 6,=—0; L,= A. 
(III.) ¥,>0,6,<0; D=C. 
(IV.) ¥,<0,.46,>0; D=D. 
Wir gehen nun aus von der Gleichung 
1 4 P 
(21) z= >) C,w + > w® f (Mm du+ Ndr), 
i=1 i=1 A 


in der als unterer Grenzpunkt aller Integrale stets A gewahlt ist. Diese 
Gleichung hat fiir jede Wertverbindung C,,...,C, eime und nur eine 
Lésung z, namlich diejenige Lésung des gegebenen Systems (1), welche 
den Bedingungen geniigt 


z(a,a)= >'C,w (a, a), 
z,(a,a)= >’ C,w (a, a), 
z,(a,a) = D'C,w,' (a, a), 
z,,(a, a) = >'C,wsy(a, a). 


(Durch diese Bedingungen ist ja nach § 1 eine Lésung von (1) eindeutig 
festgelegt.) Setzt man insbesondere 


C,=1, C,=0, isj, 
so erhalt man ein partikulares Integral Z, das den Bedingungen geniigt 


Za, a)=w" (a, a), ..., 24 (a, a) = wi) (a, a). 
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Fiir die Lésung von (21) gilt alsdann 


4 
z= D'0,2". 
j=1 


Wir versuchen nun (21) mit (17**) zu identifizieren. Sollen (17**) 
und (21) identisch sein, so muB 


, P 
e+ J [MP du+ NP dv) =0,+ f[(M°du+N"dv] 
‘ F A 
oder ($==1,..., 4) 
Ly ; 
¢, =O, + J [M(2)du + N(2)dv) 
A 


4 


sein. Ersetzt man in den Integralen z durch 2 0,2", so erhailt man 
j=1 
4 L 


(22) ¢, =0,+ 3 0;f (M®(Z%) du +N%(Z") dv). 
ja 6 

yy 
Hierin sind nun die Integrale f... von den C; unabhingig. Daher stellt 

A 
das System der vier Gleichungen (22) eine lineare Transformation zwischen 
den c; und den C; dar. In der obigen Form erscheint das System nach 
den c; aufgelést, und wir wollen zeigen, daB es auch nach den C, ein- 
deutig aufgelést werden kann. Wir miissen also beweisen, daB die Ko- 
effizientendeterminante der C, von 0 verschieden ist. Ware sie 0, so 
hatte das System (22) eine Lésung, wenn man es durch die Wahl 


c¢;=0 (¢==1,..., 4) 


homogen machen wiirde. Dann miiBte die aus (17**) durch die obige 
Wahl der c; entstehende homogene Integrodifferentialgleichung 


4 P 
(23) z= Sw” f(M°du+ Ndr] 
oe te 


eine Lésung besitzen. Da diese auch dem System (1) geniigen miiBte. 
wiirde sie ebenso wie die Koeffizienten von (1) fir |x| >a, |y|>a 
regular sein. (Es gilt nimlich ebenso wie bei gewdhnlichen Differential- 
gleichungen der Satz, daB eine im Endlichen gelegene Stelle, in der sich 
simtliche Koeffizienten regular verhalten, auch Regularititsstelle fiir alle 
Integrale ist.) Daher miiBten jedenfalls z und seine Ableitungen beliebiger 
Ordnung in allen Punkten des Gebietes 8”, auf das wir P jetzt be- 
schranken, stetige Funktionen von x und y sein. Wir haben also noch 
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zu zeigen, daB keine solche Lésung von (23) existieren kann. Sei z eine 
solche. Aus (23) folgt 


P 
4 
: z  —«s- YY _°L (a. —a,) 2+ (8,-8,) 9 0, — 0; ..7,-%, | 1 \\ (i) r(é) 
(24) He k FRY pt Ue yt (1+.0(4)) {tae du+N dv). 
f=1 L, 
Die Funktion 
1 —(a,2+f,y) -o —o 
Ie Beth, ee k 
Ro ° sd y 


ist in S” stetig, daher sind auch die Funktionen 


oie |_#= | | _2y_ | ey | 
| z® ° | B® | /B®|’ 


E*| 
stetig. Die letzteren besitzen also in S® Maxima. Wir setzen 


| 2 | Sie J 
Max | 5a |— Mo ---: Max| <5 |—= My, 
sowie 
Max (M,, ....M,)=M. 
aut 
Da jede Ableitung A bei beliebigem ju und y in der Form 
dz” Oy 


avt2 





= Rz,,+ Sz,+ Tz,+ Uz 


dz" dy” 


dargestellt werden kann, wo R,..., U Funktionen von z und y sind, die 
sich in z=co, y= oo regular verhalten, so ist 

















| ante 1 | 
| —— - =5| = MO(1). 
laz“dy” E®| 
Mithin ergibt sich 
(25 |F | elpy@_ po! | ty Ll g®_ po!.|_2z_|_ ee 
) | oy] sa — PO). | Se +|H® — P®|.|| = Mo (=, 
ferner 
P PF, | 0)| | Zexy| (1) ()| | & be. 
25*) Fe. | << | 1% — por]. |Soup H Pp). | z/+...= 4MO(— 
' g®| =| | | Z® = mA Fu - ve 
und 
| F, | 1 
95 ** | 2 | om = 
(35%) gas | — 40 (Sa) 


nebst analogen Formeln fiir G. 


, (6) 
Setzt man nun in den Ausdriicken M® und N™ von (24) fiir — 
4® 4@ . 


z é ° oe F | Te (or > 
7 7 ihre Werte aus (19), fiir Fat ro , ... ihre Werte aus (25) ein, 
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yF E*, PF 
Oe i) 
beschrankt sind, so folgert man, indem man die Ausdriicke der rechten 
Seite stets durch ihre Betrige ersetzt, 


wobei zu substituieren ist, und bedenkt, da8 ~ und ~ 


P 


(26) § |< Senttingtiyocy D| Je mth ytignh yg (Uae 4 (1) 40) 
‘ 











rr yt? y™t? 
Analoge Formeln erhalt man fiir die Ableitungen z,, By Bey: 


Als Integrationsweg wahlen wir stets die Gerade zwischen DL, und P. 
Es handelt sich nun, wenn man zur Abkiirzung den Index ¢ fortlaBt, um 
Ausdriicke der Form 








y™t?2 yt? | 


P 
MO (I) er=+8varys| [ e-truts0 yr y-+( du 4 dv ) 
L 


oder, von den Faktoren M und O(1) abgesehen, um 


J=J,+d,, 


- é 
e Ytsn) 
J, = e7tey arts) ie du 


t+e+ms2 





und 


J: — ert +dy yt 








P 
|\Seet e~ (7u+89) ay 
Ttstm+?2 
L 
gesetzt ist. Jetzt miissen die obigen vier Fille von einander getrennt 
werden. 
(1.) y=0, 650; L=B. 
Die Gleichung der Integrationsgeraden PB lautet 








Tragt man den daraus gewonnenen Wert 
‘ b = @ 
dv = dy+d(u ~— s) 
in J, ein, so erhalt man 
b b-y 
Pa ie-* 
J,=ertare{ du. 


yr tetmt+2 





, z 
Nun ist 


b—yS0, b—zSf0, 6S0 
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und auf dem ganzen Integrationswege u — zx >, mithin 


eo te-9) 5 <1 


’ 
daher 
b 


J cernerne| tee 


a 
a? tet™ = 





z 


Dieser Ausdruck, der bloB noch von der einen Variablen z abhingt, ist 


bereits beim eindimensionalen Problem aufgetreten und in der Form 
l 


0 ai) abgeschitzt worden. Wir finden also 
\z 
{ 1 \ { 1 ’ ° a / 1 \ 
J, = O\—a)» ebenso J, == Olan, P folglich J= O(a): 


IT.) y¥<0, 6<0 mit AusschluB von y=0, d=0; L=A. 
Die Gleichung der Integrationsgeraden PA ist 


v-a_ y-a 


u—a z—a’ 


woraus 
dv = da + du 2—* — 6a 4—* 
z-—@ z—a 
folgt. Es wird 
—yu—da—du — +4a — 
J,= eretivgrts| <_________ — du. 
- 2 
Nun ist aber 
da = O(1) 
und, wie leicht ersichtlich, 
bu 28 — "9 1 O11) 
z—a ‘ } 
y-—a 
daher hat man 
by 
8) srelfe ts! 
J, = O(l)e ( . a ‘| come du 
(e-w) 2” 
Da e * <1 ist, folgt 
e '*du 





r+s+m+2° 
u 


J, = O(1)ertarte [_<* 


Mithin kann obiger Ausdruck wie der éntsprechende beim eindimensionalen 
Problem auftretende weiter behandelt werden. Es ergibt sich 
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1 
J, = 0 (saa): 
sowie analoge Abschitzungen fiir J, und J. 
(III) y>0, 6<0; L=C. 


Da von allen durch C gehenden, in S” verlaufenden Geraden CA 
den gréBten Richtungskoeffizienten u, besitzt, so ist der Richtungskoeffizient 
der Integrationsgeraden CP, d. h. 





oder 


Daraus folgt 
é6v = dy + bu, (u—2)+dn(u—2z), 
also 





J, = ersgrts u. 


r+et+m+2 


db 

f e77u-om, (u—2z)—dn(u—z) 
u 

z 


Da 6<0, 750, u—2z]\0 ist, hat man e~*7™-*%) <1, demnach 


e~ 4+ 41) 


J, < et(y+5m) arte 


yr tetmte S. 

Nun ist » positiv und du, zwar negativ, aber dem Betrage nach beliebig 
klein, da yu, beliebig klein ist; mithin ist y + d,, jedenfalls positiv. Der 
obige Ausdruck ist daher wieder dem bei gewdhnlichen Differential- 





gleichungen auftretenden analog, und es D B 
folgt 2 
J,=0 (=a) s 
& 


Um J, abzuschitzen, ziehen wir durch 
den Punkt C, dessen Abszisse 6 ist und 
dessen Ordinate wir J nennen wollen, eine ee 

















A G, 
Parallele zur x-Achse, welche AD in Z 
schneidet. Dann sind zwei Falle zu un- ; 
. Fig. 3. 
terscheiden. 
P liege in ACE. Setzen wir den Richtungskoeffizienten von PC 
omy b-9 
s-s t—-s > 
so ist 
0<S4S4,, 


also das Differential 
dv = udu=O(1)du 


Mathematische Annalen. LXXXI. 12 
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und 


e 7utse) ay, 


1 
= O(i)erstiy rte [ £7 - 0 (=n) 

P liege in ECBD. Dann ist y>/l und u>z. Wir kénnen ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB r+s-+-m+2> 0 ist, 
da ja m beliebig groB gewahlt werden kann. Dann vergréBern wir den 
Integranden, wenn wir u durch z ersetzen. Mithin ist 


ya+dy rts yt 
J, = 2M —_ fetae 


gt tetmt? ; 





O(1) e*¥(e~*¥ — e~*#) 1—¢4@-9 1 
= 2™t? (_3) = O(1) —dz™t? = (S35): 





folglich stets 
J=J,+J,=0(,). 


g™t! 





(IV.) ¥<0, d>0; L=D. 
Dieser Fall wird ebenso wie (III.) behandelt. 


Man sieht, da®B die vier Summanden auf der rechten Seite von (26) 
simtlich in der Form 
1 
uo() 


abgeschaitzt werden kénnen. Daher ergibt sich 
guj < 4 0(— a). 


E® mri 








Wird das Maximum M, etwa im Punkte P,(z,,y,) erreicht, so folgt 
MO(1) — MO(1) 


=" = a™ti 





M, < 


Ebenso findet man aus den fiir die Ableitungen giiltigen Formeln 











MO (1) ‘ 
M,< — (e=1, 2, 3), 
mithin auch 
MO(1) 
M< g™ti 
oder 
0(1) 
1< —s 


Die letzte Ungleichung ist aber, wenn a von vornherein geniigend groB 
gewahlt wird, unméglich. 
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Da also (23) keine Lésung besitzt, mithin die Koeffizientendeterminante 
der C; in (22) von 0 verschieden ist, kann dieses System, wenn man es 
durch Wahl der c,; unhomogen macht, wenn man z. B. 


¢,=1;  ¢=0, tsk 


setzt, eindeutig nach den C, aufgelést werden. Daher besitzt (20) eine 
und nur eine Lésung. Diese wollen wir mit 2?) bezeichnen. 


§ 5. 
Asymptotische Darstellung. 


Fiir zi werden wir jetzt eine fundamentale Ungleichung ableiten. 
Als Ausgangspunkt dient die Gleichung (20), aus der sich unmittelbar 





b k 
=14 +...4— 
E* x ’ ’ y™ 
(27 ) 4 P 
4+ SO(1) ew et Aud Y 2-8 ys" «{ [edu +N" dv] 
i=1 L, 


nebst entsprechenden Gleichungen fiir die Ableitungen (2;))., (2 )y (2), y 
ergibt. Wir setzen nun das fir S”’ genommene 


(b) 
a’ "al 1 


@) 
= Mo’, ..., Max a3, pw 


Max sf). 


aa 














= Mi 
sowie 
Max (M2, ..., M)?)= mM”. 


Dann findet man durch Abschatzungen, die denen des vorigen Paragraphen 
vollig entsprechen, die angekiindigte Ungleichung 


|. -aalst+0(5 1) +m0(=4,). 


Wird das Maximum M\” etwa in P, (x,,y,) erreicht, so folgt 
(0) () 
MO e14+ , OW 5142+ ROO) O(1), 


, 
-—* a™*1 


ebenso erhalt man mittels der fiir die Ableitungen giiltigen Gleichungen 


(b) 
Mo <|qy|-+ 24 WOW, 
o(1 uM O(1 
r< <8, |+—— wt") by $0 ,, 
M® Oct) | M® O(1) 
<|a,6,|+ ioe ee 


a 
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mithin, wenn « = Max (1, |«,|, | 8,|, |«,8,|) ist, 
oii) , Mov 
M” <p4+ oO) o(1) 


gett 





Mu (1 pe =H) <p, re 9 


a™*! a 


Wird daher a so groB gewiahit, daB etwa 


O(1)_ 1 0(1) 
mti~ go und a <4 





a 
ist, so liefert die Ungleichung 
die Beschranktheit von M”. 
Auf Grund unserer Abschétzungen kénnen wir (27) die Form geben 
2) k k 


5 Cro Co (b 
Fe wlt+ St. +S +m 0(z sti); 





da aber jetzt M™ als beschrinkt nachgewiesen ist, diirfen wir statt M” 
einfach O(1) schreiben und finden 
sf) oc... ct 


(28) fe 1+%+...4+2+0(sa), 

wobei P in dem Gebiete S® variieren mu8. Demnach ist jedenfalls 
2” 

=i bei wachsendem 6 beschriankt. Der Beweis fiir die Existenz der Grenz- 


funktion 

lim 2@ = 2) 

b=+@ 
ist dem beim eindimensionalen Problem gelieferten véllig analog. Die 
asymptotische Darstellung fiir z® ergibt sich jetzt sehr einfach. Aus (28) 
folgt, wenn man mit 6 zur Grenze -:- co iibergeht, 


(29) ynit+ S4+..4 4 +0(4,). 


wobei nun P in dem unendlichen Sektor S variieren darf. Aus (29) erhilt 
man die gewiinschte Limesgleichung 
lim (oe -1--—...= £2) a = lim o() =0. 
Man kann (29) auch in der Form schreiben 
(30) 2” a w™ + E® O(=5) 


gti 
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fiir die Ableitungen findet man 
2) — yt) 4 B°0(= ), 


ymti 
(k) (k) (k) 1 
(30*) ay" = wy? + B O(a), 


(k) (k) (k) 1 


§ 6. 
Nachweis der Darstellung bei beliebigem Index »<m. 


Nun ist noch darzulegen, da8 auch fiir jedes » = m die Limesgleichung 


k ce 
- B (1 4 Cr 4 Sorta o(- 1.) 
x y” z”ti 


gilt. Diese ist fiir » << m evident; fiir » > m wird sie durch sinngemaBe 
Ubertragung der Hornschen Methode folgendermaBen bewiesen: Wir fiihren 
die Abschnittsfunktionen 

oe” — B® (1 + Cte +...+ &:) 


’ 


y 
ein, gelangen mit deren Hiilfe zu den Integralen 


k of 1 
7 — B™(1 + % ae — 4 o(=z)), 


y a“ 
setzen mit konstanten Koeffizienten 


4 
(31) 2® — S'0, 20 
i=1 


und zeigen, daB in der Summe rechts auBer 7) nur solche Integrale 7 
wirklich auftreten, fiir die R(a;) << R(a,), R(f;) << R(A,) ist und wenig- 
stens eins der Ungleichheitszeichen gilt. Um diesen Nachweis zu fiihren, 
fassen wir zunachst alle diejenigen 7, fiir die R(«,) den gréBten Wert 
besitzt (7) mége nicht gerade zu ihnen gehéren), in By 2» die andern in 


Py zusammen und erhalten 


ud . xf <(2 
(32) 2') =)» 0,27 +> 0,79. 


Aus den 7‘) von oy wahlen wir jetzt eins, etwa z”), aus, das auch den 
gréBten reellen Teil von # aufweist, so daB auBer 


R(a;) = R(a,) 


noch 


(33) R(B;) S R(B,) 
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fiir alle ¢ von > “besteht, Ferner moge fiir diejenigen 7‘? von o— J fiir die 
in (33) das Gleichheitszeichen gilt, die Ungleichung 


(34) R(o,+ 9,) S R(e, + 9) 
bestehen. Aus (32) folgt leicht 


Fi(i+0()-S'a8(1+0()) +2" ake(1+00), 


Nun ist ss 
EB“) _ en %)* + (A. -B,)¥ 
E 


gk & ys" 
e. aw + 4, -B,)¥ Pe = mali |S ~-% 


z 
und 


y) %—-%, 

(2° * =0(1). 
Entsprechend den friiheren Bezeichnungen haben wir 
E® 





= eTh*t RY hte (1), 


wo nach Voraussetzung y,<0 sein muB. Wir gehen jetzt mit dem 
variablen Punkte P(x, y) langs der Geraden G, (s. Fig. 1) ins Unendliche. 
Die Gleichung von G, ist 


y—a=4,(z—a), 


woraus 
y=",2+a(1 — #,) 
folgt. 
Dann wird . 
| ) 
En a ete) otk t he O (| ). 
Nun ist 


% +4, 4, <0, 
auch wenn 46, > 0 ist, da mu, eine zwar konstante, aber beliebig kleine 


positive Zahl bedeutet. Daher wird bei dem speziellen Grenziibergange 
langs G, 


Ebenso ist auch fiir die Glieder von > 2 


? E® 
lim = 0, 
fiir die Glieder von oy ‘aber sicher 
(é) 
(35) F=0(1). 


E) 
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Fiir diejenigen Glieder von > , fiir die nicht sowohl in (33) als 

auch in (34) das Gleichheitszeichen gilt, ist sogar 
. Eo 
lim PL == (. 

Fiir die andern gilt (35), wobei die Unbestimmtheitsgrenzen von O(1) 
den Wert 0 nicht einschlieBen. Es kann héchstens drei solche Integrale 
geben. Nehmen wir an, es existieren tatsichlich drei, die wir mit 7“), 7°), 
z® bezeichnen. Dann folgt 


, (®) 
lim >>... — tim 370,25 (1+ 0(4))=0 








$=1 
oder 
8 
Eo y 
2 sm =e, lime,=0, ebenso 
i=1 
(#) 
xo, a5 =e, lime =O, 
(36) Bes 
E® ’ 
ae lim e, = 0, 
b;—, =«,, lime, =0. 

Die letzten drei Gleichungen ergeben sich aus der Untersuchung der 
Ableitungen 22”, Pa J 2. Nun ist wenigstens eine der vier Determinanten 
28 0isl bakes oe — oe: 
a, a, Ad aq & ’ B, By Bs i B, Bs Bs 
B, Bs Bs @,B, GB, a, By a, B, a8, a, B, @, B, yy & By 











von 0 verschieden. Denn waren alle 0, so miiBte auch 


1 1 1 1 
ge & & &% 
B, By By Bs 
a, B, af, a8, «, B, 
verschwinden, was nicht der Fall ist (s.§2). Sei z.B. die erste der 
obigen vier Determinanten +0. Dann benutzen wir das System der 


ersten drei Gleichungen (36). Das System kann nach den C, aufgelést 
werden; denn die Koeffizientendeterminante ist 








184 W. Sternberg. 


E E® E® 
E® EW Fol 
1 1 

EM EY -® 7 i 
fe EX °° | > Bi RA Ew [oi O(1), 
| EY | B, B, B; 
B, <i . . | 
| E™ 


und die Unbestimmtheitsgrenzen von O(1) schlieBen den Wert 0 nicht ein. 
Daraus folgt unmittelbar 


C,;=7,, limy,=0 (¢ = 1, 2, 3). 
Da aber die C, Konstante sind, ist 
Cg, = 


Wiirde >’ nur zwei Glieder 7, 7® enthalten, fiir die (35) und nicht 


lim aed = gilt, so wiirde man ebenso folgern, daB die Koeffizienten C,, C, 
E 

dieser beiden Glieder verschwinden, wenn man noch beriicksichtigt, dab 
von den beiden Determinanten 

}11 11] 

a, a, " B, B,| 
wenigstens eine + () ist. Enthalt >’ nur ein Glied der angegebenen Art, 
namlich 7 selbst, so ist die Folgerung C, = 0 trivial. 

Durch wiederholte Anwendung des obigen Verfahrens lat sich be- 
weisen, da8 in der Darstellung (31) fiir z™ solche Integrale 7 nicht 
auftreten, in denen R(a,) > R(a,) oder R(f,) > R(B,) ist (wobei im Falle 
der zweiten Ungleichung der spezielle Grenziibergang lings G, zu benutzen 
ist), und ebensowenig diejenigen, fiir die R(a;)— R(a,), R(f;) = R(£,), 
aber R(o; + 0,) > R(e, + 4,) ist. 

Wir kommen jetzt zu denjenigen 2, fiir die 

R(a,) = R(a,), R(B,) = R(8,), R(o; + 9,) = Ro, + 4,) 
ist, und fassen diese in > (wobei aber 7) besonders aufgefiihrt wird), 


die andern in’ zusammen. Dann wird 
B® (14+0()) 0,2” (14+0(2)) +3 0,2 (1+ 0(2)) 
+3" on%(1+0(8). 
Hieraus folgt leicht 
0, ~14+ OF =«,, lime, = 0, 
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ebenso 


, E® 

(C, —1)a, +> C4, wm =, USW. 

Mithin ist wieder 

C,-1=0, O,=1 
und 
: C,;=0 

fiir alle Glieder von»? , 

Wir fassen jetzt diejenigen 7, fiir die 

R(a,) _ R(a,), R(B;) scm R(£,), R(o; + 0;) < R(o, “> 6,.) 


gilt, in» zusammen und bekommen 


z® — Zz) +) C, #0 +> 0,20 
nebst entsprechenden Gleichungen fiir die Ableitungen. Unter Beriick- 
sichtigung von 
zh) — 2) — B%0(sa): zy — 2%) — B°0( =a): oy! 


+1 
a™t , 


ergibt sich 


—y! () 
2 05a (1 + 0(;) 


“—” 
| 
i) 

ga, 

| 

; a 
+| 

~ 

a 


Nun ist 


(#) 
oa ae ef a,)2+ (8,-8) ¥ eet 4 (eo, + %) (2) 1~ et “0 (1), 
wo die Unbestimmtheitsgrenzen von O(1) die Null nicht einschlieBen. 
Die Zahl m sei so groB gewahlt, daB fiir jedes i 
r,+48,-+m> 0 
ist. 
Dann ergibt sich nach Multiplikation mit 2", wenn man 

PAG) 1 

Em (1+ 0(-)) z2* = 2itt™ O(1) => i; 
setzt, , 

P C.f,=¢,, lime, =0, 
Ps C,a,f,;=e,, lime,=0,... 


Die Koeffizientendeterminante der C, ist jetzt, wenn BX etwa drei 
Glieder enthilt, 
a a 
Fi fafe|% % %| +0 
B, By Bs 
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und wird sogar mit wachsendem z unendlich groB. Daher verschwinden 


alle C, von») : 
Wir erhalten also schlieBlich 


gi) — ge) +. ts 0,2, 
wo in) tatsichlich nur solche 7 auftreten, fiir die 
R(a,)S R(e,), R(B;) S R(B,) 
ist und wenigstens eins der Ungleichheitszeichen gilt. Demnach wird 


(k) (k) (4) 
maw 2B po) So (1+ 0M). 
E® . ; : — 

Da aber jedes ew in” unendlich klein von beliebig hoher Ordnung 

in Bezug auf 2 ist, folgt die gewiinschte Limesgleichung 
k) k) 
m= (14 2 4 B+ o(4)), 

Was die Verallgemeinerung der Ergebnisse dieses Kapitels betrifft, so be- 
merken wir, da8 unsere Methode auf irgend ein System simultaner partieller 
linearer Gleichungen beliebiger Ordnung angewandt werden kann, wenn 
nur das allgemeine Integral des Systems von willkiirlichen Konstanten und 
nicht von willkiirlichen Funktionen abhangt. Ferner darf die Entwicklung 
der Koeffizienten P™ und Q positive Potenzen von x und y in endlicher 
Zahl aufweisen, was dem Falle eines héheren Ranges entspricht, wahrend 
unserm System (1) der Rang 1 zuzuschreiben ist. Der Exponent von e wird 
alsdann eine ganze rationale Funktion héheren Grades sein. Es kénnen 
auch mehrfache Wurzelpaare des charakteristischen Gleichungssystems zu- 
gelassen werden, was ein Auftreten von Reihen, die nach gebrochenen 
negativen Potenzen von zx und y fortschreiten, und von Logarithmen zur 
Folge haben wird. Endlich ist klar, daB die Ausdehnung auf ein Gebiet 
von drei oder mehr Dimensionen ebenfalls keine Schwierigkeiten mehr 
macht auBer solchen, die von komplizierteren Rechnungen herriihren. 


(Angenommen 10. 2. 1920.) 


Uber lineare Somenmannigfaltigkeiten. 


Von 


Hans Beck in Bonn. 


1. In die analytische Kinematik ist als Grundbegriff von Study das 
Soma eingefiihrt worden’), irgendeine der co* Lagen eines starren Kérpers, 
von dessen Begrenzung abgesehen wird. Als anschaulicher Vertreter des 
Soma dient ein mit dem starren Kérper fest verbundenes Trieder. Das 
Trieder der Koordinatenachsen wird als Protosoma angesehen. Aus ihm 
entsteht durch eine Bewegung ein ,,rechtseitiges“, durch eine Umlegung 
ein ,,linkseitiges“ Soma. Das Protosoma ist dann also selbst als recht- 
seitig zu bezeichnen. 


Es ist iiblich, die jetzt Soma genannte Figur durch zwélf Bestimmungs- 
stiicke darzustellen. Das Soma hat einen Mittelpunkt (fiir das Protosoma 
der Koordinatenanfangspunkt). Dieser absorbiert drei Bestimmungsstiicke, 
etwa, in gewdhnlichen rechtwinkligen Punktkoordinaten (x, y, z). Ferner 
hat das Soma drei Achsen, d. i. orientierte Gerade. Als erste Achse werde 
die bezeichnet, die aus der X-Achse des Protosoma hervorgegangen ist. 
Sie wird durch ihre drei Richtungskosinus (p,,q,,7,) dargestellt; deren 
Verhdlinisse geniigen nicht. Die beiden andern Achsen verlangen zu ihrer 
Festlegung weitere zwei Tripel von Bestimmungsstiicken (p,,q,,7,) und 
(Ps> Qs» %s)- 

Dieser Darstellung des Soma wohnt zwar eine gewisse Symmetrie 
inne. Sie ist aber dadurch erkauft, daB zwischen den neun letzten dieser 
Bestimmungsstiicke nicht weniger als zwdélf quadratische Relationen be- 
stehen 


(1) pi + qi+r? =1, usw. PaPs +9293 +273 = 0, usw. 
Pi + Pp + ps = 1, usw. G7, + Go%. +937; = 0, usw. 


*) Geom. d. Dynam., Anhang S. 556, 557. Sitzungsber. d. Berl. Math. Ges., 12 (1913), 
8. 36—60. 
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Dazu kommt noch eine weitere 


(1a) 1Pi%%s (= +1, 
wo das obere Vorzeichen fiir die rechtseitigen Somen gilt. 

Die Folge ist, daB dieser analytische Apparat doch nur schwerfallig 
arbeitet, schon, wenn es sich nur um zwei oder drei Somen handelt. 

Es gelingt nun aber, die Anzahl der Relationen (1) auf eins herab- 
zudriicken, wenn man sich einer anderen Darstellung des Soma bedient. 

ls Koordinaten eines rechtseitigen Soma sollen benutzt werden aché Ver- 
haltnisgréBen 
Ky Koy : Keg? Kgs : Krag: Xyq ? Ky, : Xie, 


zwischen denen nur die eine einzige Relation besteht 


(2) XX ses + Xo: X25 ™ Kos Xs: i Xo Xie = 0. 
Fiihren wir die Abkiirzung ein 
(3) (|X) = Xp + Xo, + Xoe + Loe, 


so soll sein 
(£|%)p, = Xp + Xo, — Fon — Koes 
(4) (%|£)q, = 2 (Xo, Xoqg — XoXo), 
(£|E) 1, = 2 (Xo, Rog + XoXo )- 
Hieraus sollen sich durch zyklische Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 er- 
geben: aus der ersten Zeile g, und r,, aus der zweiten r, und p,, aus 
der dritten p, und q,. 
Dadurch sind dann bereits alle Relationen (1) befriedigt, ebenso (1a), 
wenn man dort rechts das Pluszeichen nimmt. 
Endlich sei fiir den Mittelpunkt (z, y, z) des Soma 


(Z|X) x = 2 (Log Rig — Log Xu, — LoXag + Lies Xo1 ); 
(5) (£|X) y = 2 (XogLoo — Xo, Hig — Ko Xy, + Xray Hoa): 
(|X) 2 = 2 (Hyp Hy, — Xog Faq —- XyX1o + XrosXos)- 

Ist umgekehrt das Soma durch die iiblichen Bestimmungsstiicke 


(2, ¥, 2, Py, -++5%,) gegeben, so ermitteln sich seine Koordinaten in zwei 
Schritten. Zuniachst ist 


(6a) Xo Kon ° Kos ° Kos 
=1+7,+9,+';: qs — 7 ° T, — Ps : Po— % 
Gs — 7-1+P,—G—1s: Py + : 1 +Ps 
"1 — Ps ; Po +4, -1— Pp, + —1%s: I +s 


Po— QM ; rT, +P, : G3 +1, :1—p,—q+', 
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Jedes dieser vier Formelsysteme kann versagen; eins bleibt aber stets 
brauchbar. Hat man so die Verhiltnisse der X,:X,,:Xo—:%,, gefunden, 
so folgen die iibrigen vier Koordinaten des Soma aus den weiteren Formeln 


2 Xie 5 - + Xo, + YXos y ZXoq; 


(6b) 2%,, =~—2%, + * —2k+ yXq; 
2%,, ~—yX, +2%, * —2ky, 
2k pg = —2Xq — yky, + 7X5 ? 


Damit die Formeln (4), (5) Sinn haben, ist zu fordern (¥|%)+ 0. 
Dann reden wir von einem eigentlichen (rechtseitigen) Soma. Aber es 
soll der Begriff des Soma auch auf den soeben ausgeschlossenen Fall aus- 
gedehnt werden, d. i. da wir hier nur reelle GréBen betrachten, auf den Fall 

Eq = Xo, = Xoq = Xoq = 0. 
Dann reden wir von einem uneigentlichen (rechtseitigen) Soma. Es heiBbt 
also jetzt rechtseitiges Soma jedes System von acht reellen Verhdltnis- 
gréBen X, welches der Relation (2) geniigt. 

Die uneigentlichen Somen schweben vor der Hand vdllig in der Luft; 
sie sind einstweilen nur formal erklart. In § 5 werden wir sehen, daB 
einem uneigentlichen Soma zugeordnet werden kann ein geordnetes Tripel 
orientierter Richtungen. 

Der Grund fiir die Einfiihrung der uneigentlichen Somen liegt in 
folgendem Satz, der sich unmittelbar aus (2) ergibt: 

Satz 1. Die Gesamiheit der co* eigentlichen und co* uneigentlichen 
reellen Somen laBt sich liickenlos umkehrbar eindeutig abbilden auf die 
Gesamtheit der reellen Punkte einer sechsfach ausgedehnten singularitaten- 
freien quadratischen Mannigfaltigkeit M; von der Signatur Null, die in 
einem Raum R, von sieben Dimensionen verlauft. 

Damit ergibt sich eine Forschungsmethode; zugleich wird aber auch 
die Kinematik als allgemeineres Gegenstiick zur Liniengeometrie erkannt; 
dort bilden sich die geraden Linien bekanntlich auf die Punkte einer 
M: ab, deren Gleichung aus (2) durch ,,Verkiirzung“ folgt, d. i. dadurch, 
da8 man alle Glieder mit X, und %,,, fortlaBt. Indessen werden sich 
auch zahlreiche Dinge ergeben, die kein Analogon in der Liniengeometrie 
haben, sondern erst wiederkehren, wenn die Zahl der Dimensionen um 
vier abgeindert wird, und diese werden unser besonderes Interesse be- 
anspruchen. 

2. Die Kollineation (homogene Punktkoordinaten; x= 2z,:2,, usw.) 

oq = Ay Xp, 
(7) Li = Ajo% + G,,%, + AigX, + O,%y, 
($= 1, 2, 3) 








H. Beck. 
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ist eine Bewegung, wenn die Koeffizienten gewissen wohlbekannten Rela- 
tionen geniigen. Diese werden saimtlich befriedigt, wenn man acht homo- 
gene Parameter 

Be +H, By. & By: By: Ba: Bs 


einfiihrt*), die nur der einen einzigen quadratischen Relation geniigen 


(8) af, + 4,8, + ah, + & fh, = 0, 
und iiberdies der Ungleichheit unterworfen sind 
(9) as +- a? + af + a2 + 0. 


Man hat dann zu setzen 


Bog = 23 + a? + a} + aZ, 


@,, = a3+ a?— aj— aj,... 
(10) @,, = 2(a,c, + %«,), --- 


G,, = 2 (a,c, — &«,), --- 
G,9 = 2(a,8, — a8, — MP, + &,Ap), --- 
Durch die Punkte hinter den letzten vier Zeilen soll hier, wie auch fernerhin 


immer, angedeutet werden, daB zwei Reihen fehlen, die durch zyklische 
Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 zu bilden sind. 


Jedes System solcher acht Parameter (a, 8), welches den Forderungen 
(8) und (9) geniigt, liefert so eine Bewegung, und wmgekehrt. 

Sie ist eine Schiebung fiir «a, = a,—«,=—f,=0. Orientiert man 
die Schiebungsrichtung dadurch, da8 man ihre Kosinus festlegt (d. i. nicht 
bloB ihre Verhiiltnisse), so ist die Schrittweite 2H der Schiebung ein- 
deutig bestimmt: 

(11) cos A, : cos A,: cos 4,: HS * = B,: By: By: — &%, 
d. i. 

cos 4, = By: Bi +A,+B3,--- Ho=— yb thts: %, 
wo der Quadratwurzel ein beliebiger Wert beizulegen ist, aber beidemale 
dersel be. 


In allen iibrigen Fallen gibt es eine Achse der Bewegung. Ihre 
Pliickerschen Koordinaten 


Bos: Bos: Bos : Pas : Bs: : Bis 


*) Study, Von den Bewegungen und Umlegungen. Math. Ann., 39 (1891), S. 527, 528. 
Bedauerlicher Weise hat sich dort an entscheidender Stelle ein Vorzeichenfehler ein- 
geschlichen, der in Geom. d. Dyn. berichtigt ist, uns aber hier nétigt, besonders bei 
den Umlegungen langer zu verweilen, als sonst erforderlich ware. 
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entnimmt man aus den Formeln 


(12) Por = (ai + ag + ag)a,,.. 
Pos = (a? + a} + af) B, + ey ByQ,, .. 
Orientiert man sie durch Verfiigung iiber das Vorzeichen von 


Va?+ a? + «3, so wird die Schritiweite 2H, eindeutig und der Drehungs- 
winkel 20, bis auf Vielfache von 22 bestimmt: 


(13) ct@Q,=—a:Vai+@t+a?, H=+h:Ve+e@t+ad. 


Dazu ist noch eine Bemerkung zu machen, die auch schon fiir (11) 
gilt, und die kiinftig nicht wiederholt werden soll. Belastet man die 
«, 8 mit einem Proportionalitatsfaktor 9 +0, so ist auch Va? + ay + «3 
mit @, und nicht etwa mit — g zu multiplizieren. 

Ist a= 0, so wird 20,—2(mod2z). Diese oo*® Schraubungen 
spielen fiir die weiteren Betrachtungen eine wesentliche Rolle und heiBen 
Umschraubungen*). 

Ist 6, = 0, ohne daB a, = a, = a, = 0 ist, so liegt (2H, —0) eine 
Drehung vor. Den Durchschnitt der Drehungen mit den Umschraubungen 
bilden die co‘ involutorischen Bewegungen; sie heiBen Umwendungen‘) 
(ag=0, 8, = 0). 

Ist eine Schiebung durch ihre orientierte Schiebungsrichtung (cos 4,, 


cos 4,, cos 4,) und Schrittweite 2H: gegeben, so heiBen nach (11) ihre 
Parameter 


(14) — HS-*:0:0:0: 0: cos A, : cos A, : cos A,. 


Die iibrigen Bewegungen werden durch die (orientierte) Achse 8%, die 
Schrittweite 2H, und den Drehungswinkel 2 ©, charakterisiert. Ihre Para- 
meter sind dann 
(15) ty = — cot Oy y Bor + Bos + Bos» c, = Ba, - 

Bo = + Hoy Bor + Boo + Bos» Bs = Ben + Hy 0Ot Py, --- 


Das Soma £ entsteht aus dem Protosoma durch die Bewegung mit 
den Parametern 








(16) >) = Xo, a, = X,,-.-, By = Zr05, By = Eggs --- 


Somenkoordinaten und Bewegungsparameter sind also im wesentlichen 
identisch. Wir hatten mit einem dieser GréBensysteme auskommen kénnen. 
Wir glauben aber durch die Trennung das Versténdnis zu erleichtern. 


°) Math. Ann., 89 (1891), S. 461. 
*) H. Wiener, Sachs. Berichte 1890. 





192 H. Beck. 


8. Ein linkseitiges Soma entsteht aus dem Protosoma durch eine 
Umlegung, und daher soll jetzt das Nétigste iiber diese Transformationen 


gesagt werden. 
Die Kollineation 


Lo = —- Bop %; 
(17) i= Ajo %y + G;, B, + Ajg%, + BigXq, 
(i =1, 2, 8) 


ist eine Umlegung, wenn die Koeffizienten durch (10) ersetzt werden, 
bei Beriicksichtigung von (8) und (9). Wir ziehen aber vor, Verwechs- 
lungen durch eine andere Bezeichnungsweise vorzubeugen. Die acht 
homogenen Umlegungsparameter nennen wir, wie es Hr. Study neuerdings 
getan hat, 

Yo: %12%ai%s: 6, : 6, : 64: dy. 
Sie geniigen der Gleichung 
(18) ¥o% + 719; + 77959 + 7593 = 0 
und der Ungleichheit 


(19) rotvitrwty +0. 
Es soll also sein (vgl. (10)) 

Go =o + vi + ME + M> 

Q.= 7 +71 — V3 — Meo: 

Bs, = 2 (7073 + %071)> «+ sg = 2(7a73 — Yo%1)> «+: 
yo = 2( 7453 — ¥95q — 709, + 715): - 

Die Umlegung (17) laBt die eigentliche Ebene 4,:7,:7,:7, und den 
auf ihr gelegenen Punkt y,:6,:6,:5, in Ruhe ( Mittelebene und Mittelpunkt 


der Umlegung). Beide kénnen unbestimmt werden (aber nicht gleich- 
zeitig!); dann erhalt man die 2-co* involutorischen Umlegungen, namlich 


die Spiegelung an der (eigentlichen) Ebene u (Mittelpunkt unbestimmt ): 


(20) 


(21) O: tu, : 2 Uy : u,:0:0:0, 
und die Spiegelung am (eigentlichen) Punkt & (Mittelebene unbestimmt): 
(22) &,:0:0:0: 0:€,:&:&. 


Der Mittelpunkt ¢ kann wneigentlich werden (y, =). Dann laBt sich 
die Umlegung erzeugen durch die Spiegelung an der Mittelebene und eine 
mit ihr vertauschbare Schiebung parallel zur Mittelebene, deren Richtung 
senkrecht lauft zu der nach dem uneigentlichen Mittelpunkt. Die Schritt- 
weite 2H dieser Schiebung ist nach Orientierung der Schiebungsrichtung 








as. 
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eindeutig bestimmt, und heiBe dann Schrittweite der Umlegung. Diese 
Schiebungsrichtung se 


i it 3 
(23) cos dy = ae... 
Vu?+ugtuz VE+e+e; 








Dann lassen sich die Parameter der Umlegung so schreiben: 


(23) 7 0, y= u, Ver+ e+e... 


— 
2 








ore c. Oe eo are rE 
6, =u,Vi+64+6, 6, = — Het, Vu? +42 +u2,... 


Umgekehrt ist 


* > ae wer 2 ewe reer i 
H, = — V8; + 6, + 4, : Vy? + Ya +75» 





cos A, = 744, — 735,: Vy? + 73+ 73 Vo + d, 7 ds, ree 
Endlich ist noch der ,,allgemeine“ Fall zu betrachten (y, + 0, y? + 73 
+ y2+ (0). Mittelpunkt und Mittelebene sind bestimmt und eigentlich und 
bestimmen iiberdies die Gerade mit den Pliickerschen Koordinaten 


(24) YoV%1* Yo%a* Yo%s: ¥39q — %993: 7393 — 73932799, — 74 55, 


die Normale auf der Mittelebene im Mittelpunkt. Sie heiBe Achse der 
Umlegung. Diese laBt sich jetzt erzeugen durch eine Drehung um die 
Achse und eine mit ihr vertauschbare Spiegelung. Je nachdem letztere 
die Spiegelung an der Mittelebene oder am Mittelpunkt ist, fallt der 
Drehungswinkel verschieden aus (der Unterschied betrigt 2). Wir ent- 
scheiden uns, wenn wir vom Drehungswinkel 20, der Umlegung reden, 
fiir die zweite Méglichkeit, denn dann wird analog zu (13) 


(25) cot 0, = — 7: Vy? 4+ vets 


wenn als siebente Koordinate zur Orientierung der Umlegungsachse ge- 
nommen wird 
Yo Vii+r +73: 
Sind umgekehrt gegeben die (orientierte) Mittelebene w und der Mittel- 
punkt é, so ist die Umlegungsachse bereits orientiert; ist dann 20, der 
Drehungswinkel der Umlegung, so hat diese die Parameter 


£ y 2 ot a@ wc es & 
eat cot 6, £4 Uy Ug Us, 7y=UzSo>--- 


bio gE a. » a/es8 1 os” tose 
6, = Uoéos 6, = — cot 90, &, Vu + uy +uz,--- 


(26) 


Als Koordinaten des linkseitigen Soma, welches aus dem Protosoma 
durch die Umlegung (y, 5) hervorgeht, kénnen dann benutzt werden die 
acht VerhaltnisgréBen 


5 i ol ol of 
9 — =n = —_ 
(27) Ko = Yor Xo = Y19+°s Ese = os Kos = 5,,-++, 
Mathematische Annalen. LXXXI. 13 
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die der quadratischen Relation geniigen 
(28) Xo a 7 Risks + ol ah + Fea Eie = 0. 
Somit tritt diese Relation schon zum vierten Male auf, jedesmal in anderer 
Bedeutung, und es werden spiterhin (§ 10) noch zwei (vier) andere Deu- 
tungen zu behandeln sein. Darum die wechselnde Bezeichnung bei gleich- 
bleibendem analytischen Grundgedanken! 

4. Ein eigentliches rechtseitiges Soma hatten wir durch eine Be- 
wegung aus dem Protosoma gewonnen. Jetzt seien zwei eigentliche recht- 
seitige Somen ¥ und ¥) gegeben, wo also X nicht mehr das Protosoma zu 


sein braucht. Wir suchen die Bewegung, die X in ¥) iiberfiihrt. Fiir ihre 
Parameter findet man 


@=(X/Y)= XZ Yo + XVor + LosBos + Los Vos» 
1= Lo Yo — uo — LosYos + Los Vos: --- 
Po = (ZY) — Xo Ves m8 Ko. Das "9 Fos Vas > Xos V2 
+ Lies Yo v Eos Vor + Ke, Vos + a Dos: 

£, Vas = ox Yres ak Kos Dis 7 Kos Vs; 
+ E193 Dor ahs Fes Yo ate Es Dos - £12 Vo: a9 


Diese Formeln geben, nach den ¥) aufgelést, im Grunde genommen 
lediglich die Zusammensetzung zweier Bewegungen an, und lassen sich sehr 
elegant zusammenfassen, wenn man sich gewisser Biquaternionen bedient'). 
Wir verzichten auf dieses Hilfsmittel hier absichtlich. Die erwahnte Auf- 
lésung der Formeln (29) nach den ¥) ist durch die Formeln (36) vollzogen. 


Das in der ersten Formel (29) auftretende abkiirzende Symbol (Z/¥) 
(lies: X in ¥)!) umfaBt als Sonderfall das in (3) auftretende und geht aus 
diesem durch einen Polarisationsproze8 hervor. Ein weiteres abkiirzendes 
Symbol tritt in der dritten Zeile von (29) auf. Mit seiner Hilfe lat sich 
die zwischen den Koordinaten eines Soma bestehende quadratische Relation 
(2) kurz so schreiben: 


(29) 


A, 


(2) 3 (XX) = 0. 
Aus (29) folgt 
(30) a? + a? + a? = (£/X)(Y/Y) — (#/Y)’, 


und daher erhalt man fiir den Drehungswinkel 2 6 und die Schrittweite 2 H 
dieser Bewegung nach (13) und (29) die Ausdriicke 


(31) cot @= — (2/9) Sus (29) 














V(z/%)(9/9)—(z/9)" - V(2/2) (9/9) —(2/9)" 
5) Sitzungeber. d. Berl. Math. Ges. 12 (1913), 8. 40. 
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Wir erklaren die beiden GréBen © und H jetzt als Winkel und Abstand 
der beiden Somen % und ¥). Denn durch den in §1 beschriebenen Ver- 
kiirzungsprozeB gehen sie iiber in Winkel und Abstand der beiden (nicht 
parallel vorausgesetzten) geraden Linien X und 9). 

Weiter ergibt sich zwanglos folgende Terminologie: 

Zwei eigentliche Somen heiBen zueinander parallel, wenn jedes aus 
dem andern durch eine Schiebung gewonnen werden kann. Die beiden 
Somen ¥ und ¥) sind zueinander parallel fiir 


(32) Hq : Koy : oq: Xos = Do: Yor : Dos : Dos 
und dadurch wird Parallelitét von Somen definiert, wenn uneigentliche 


Somen in Frage kommen. Dann sind alle uneigentlichen Somen unter- 
einander, und auch zu jedem eigentlichen Soma parallel. 


Kann jedes der beiden eigentlichen Somen X und ¥) aus dem andern 
durch eine Drehung gewonnen werden, so sagen wir, die beiden Somen 
schneiden sich. Die notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung dafiir, 
(33) (XX) = 0, 
dient wieder dazu, den Begriff auf uneigentliche Somen zu erstrecken. 

Es ist niitzlich, ein Wort zur Verfiigung zu haben, welches aussagt, 
da8 die beiden Somen X und ¥) entweder parallel sind oder sich schneiden. 


Dann nennen wir sie inzident. Fiir die Inzidenz ist dann (33) notwendig 
und hinreichend. 


Fiir (¥¥)+0 sollen die beiden Somen ¥ und 9) zueinander wind- 
schief heiBen. Jedes kann dann aus dem andern durch eine Schraubung 


gewonnen werden, die sich also nicht auf eine Drehung oder Schiebung 
reduziert. 


Ist diese insbesondere eine Umschraubung, so nennen wir die beiden 
Somen zueinander orthogonal*): 


(34) (£/Y) =0. 


Dadurch wird dann der Begriff wieder auf uneigentliche Somen ausgedehnt. 
Geht endlich jedes Soma aus dem andern durch eine Umwendung 
hervor, so sind beide als sich senkrecht schneidend*) zu bezeichnen: 
(Z/Y)=0, (ZY) =O. 
Der aus (31) zu bildende Ausdruck rechts in 


(35) H tg 6 = — (ZY) : (£/Y) 


*) Hemisymmetral bei Study. 
7) Symmetral bei Study. 


18* 
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ist rational und heibe das Moment der beiden Somen X und ¥)*), oder 
auch das Moment der Bewegung, die X in Y) iiberfiihrt. 


Der Vollstindigkeit halber geben wir auch eine MaBgréBe H* fir 
eigentliche arallele Somen. Die Schrittweite 2H* der Schiebung, die 
% in Y) iiberfiihrt, kann unter Benutzung des weiterhin nicht gebrauchten 
Symbols 


(% Y} Kies D2 T Los Yes iy Xs, Vs: + ¥.V,2 
aus der Formel ermittelt werden (Herleitung durch (11) und (29)) 


H* = — V(X/%){D/Y) — 2(X/Y) (21D) + (DD) (A/S : (%/Y), 





die sich unter Verzicht auf Symmetrie einfacher schreiben l48t und durch 
Verkiirzung iibergeht in den Ausdruck fiir den Abstand paralleler Geraden. 
Daher heiBe H* der Abstand der parallelen Somen X¥ und Y). 

Wir fiihren noch zwei Formelsysteme an, von denen im folgenden 
vielfach Gebrauch zu machen ist. 

Das eigentliche rechtseitige Soma Y), welches aus dem eigentlichen 
rechtseitigen Soma X durch die Bewegung («, #8) hervorgeht, heiBt 


Wo &o X — @ Xo, (: 
Do. « z, t+ & Xo, T &3 Xoq — Gq Kos» Pe 


x 
x 
Vues “ac By X, ¥ B, Xo By Xo, : B, Xos 
x 
x 


o2 ~ &s Xes ’ 


(36 ‘ . 
+ Go Xie, — &, Xq3 — 2 &, 

Des A, X, 4 By y Bs; 
+ @y Xy95 + Oy Ke + &, HX, — Ay Eyes ++: 


Es sind das mit andern Worten die Formeln fiir die Bewegung («, 8) in 
Somenkoordinaten, wenn man, wie iiblich 9) durch X’ ersetzt. Bemerkens- 
wert ist, daB hier die Bewegungsparameter linear auftreten. Diese Formeln 
sind ganz bedeutend einfacher, als sie bei Benutzung der in § 1 angefiihrten 
Bestimmungsstiicke (7, y, z; p,,-..,7,) ausfallen. Endlich geben sie auch 
noch an, wie bei der Bewegung («, f) die uneigentlichen Somen vertauscht 
werden; diese werden nur dreigliedrig transformiert; aus den Formeln (36) 
fallen dann die # heraus, insbesondere bleibt jedes uneigentliche Soma bei 
allen Schiebungen in Ruhe. 


Nennen wir ein linkseitiges Soma X' uneigentlich fiir 
21 ot st ol 
xi — x) — x! = xE=0, 


und sonst eigentlich, so gilt weiter: 





*) Abweichend von Cayley, der fiir zwei gerade Linien eine irrationale Simultan- 
invariante so nennt. 





rr 
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Das eigentliche rechtseitige Soma Y), welches aus dem eigentlichen 
linkseitigen Soma X' durch die Umlegung (y, 5) hervorgeht, heiBt 


» = Yo %, en Xo, an Roe eh Kee» 
Do _ ¥, Xo r Yo Xo v 7s Eee 7 Ys Xess eee 
(37) Dues —_ do EA ms 6, X), + b, %oe + 0, a 
T Yo on a Ese a Ys Xs: — oe f. 
Vos =— d, %, —% oe — 0s Zoe + 0, oe 


TY? ae t YoXss T Ys %, oo as “0° 
Auch diese Formeln lassen sich bequemer beim Gebrauch von Bi- 
quaternionen schreiben; bei jeder Anwendung braucht man aber fertige 
Formeln. Es gibt noch zwei ahnlich gebaute Formelsysteme, die wir nicht 
benétigen; sie sind leichi herzustellen auf Grund der beiden Bemerkungen: 
Die Inverse der Bewegung («, #) hat die Parameter 


(ae ; es ee . “ed te +s 
38 ) lig: — @,3— fq? a, : | p, : |». Bo 


Die Inverse der Umlegung (y, 5) hat die Parameter 


/ 


(39) Jo> ~:~ 7: 73° —6: 6:94 : 6 


3 0 1 3 . 3° 
SchlieBlich ergeben sich Mittelpunkt und Achsenrichtungen des link- 
seitigen Soma, wenn man links in (4) und 


5) tiberall Minuszeichen einfiihrt. 
5. Wir wollen jetzt das bis dahin nur rein formal erklarte uneigent- 

liche (rechtseitige) Soma der Anschauung nahebringen. Dazu gehen wir 

analog vor, wie in der Liniengeometrie, wo man eine uneigentliche Gerade 

ersetzt durch die Gesamtheit der eigentlichen Geraden, die zu ihr inzident sind. 
Wir betrachten also ein uneigentliches Soma 


40 O:020:0: Tat Wes: ent ee 


und suchen alle co® eigentlichen Somen X, die zu ihm inzident sind. Die 


Bedingung dafiir, (WX) —0, reduziert sich auf 
os Xo 4 Ys Xo, 4 W,, Xos 1 Wo Xog 0. 


Durch Vergleichung mit (34) und der ersten Formel (29) findet man, daB 
alle diese Somen X orthogonal sind zum eigentlichen Soma 


(41) Ben? Best St 0:0:0:0 


13° 
und ebenso zu den co* Somen, die zum letztgenannten Soma (41) 
parallel sind. 

Aus irgendeinem dieser cc* eigentlichen Somen gehen durch die 
coc® Umschraubungen die ~<* Somen X hervor, die zum uneigentlichen 
Soma (40) inzident sind. 





42) cos A, 


od Mies + Ws —%5, — Mis _ 2 (Ags ys — Aros M2) 
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Die genannten zum Soma (41) parallelen Somen bestimmen daher 
das uneigentliche Soma (40) eindeutig. Sie bestimmen andererseits drei 
orientierte Richtungen (die, zu denen ihre Achsen syntaktisch sind). Deren 
Richtungskosinus sind aber fiir die erste Achse 


2 Woe Uso + Ayo 
x : : aS cos = cos = a ( 23 2 ny 3 Mau 
Ares + Ugg + Ags + Are Wios + Mog + Ms + Mie U5 + Ws + Uy, + Mh 








Durch zyklische Vertauschung der Indizes 1, 2,3 gehen hervor aus 
cos 4,: cos, und cosy,, aus cos u,: cosy, und lia aus COsy,: COsé, 
und cos #,, wenn man vereinbert X03 = .. = 5,9: 

Die Figur dieser drei orientierten Eihtenemn liefert jetzt eine an- 
schauliche Vorstellung vom uneigentlichen Soma. Will man in der Linien- 
geometrie véllig analog vorgehen, so hat man dort eine uneigentliche 
Gerade nicht durch das zugehérige Parallelebenenbiischel zu ersetzen, 
sondern mu8 von diesem noch zu dem normalen Parallelgeradenbiindel 
iibergehen. — 

Nachdem wir jetzt mit dem Soma in allen Fallen eine hinreichend 
klare Vorstellung zu verbinden gelernt haben, kehren wir zu Satz 1 zu- 
riick, der uns zeigte, daB die Somen auf die Punkte einer M; abgebildet 
werden kénnen. Aus der Algebra der quadratischen Formen entnehmen 
wir namlich den Satz, daB die Punkte der M; auf allgemeinste Weise 
untereinander vertauscht werden durch die Projektivitéten einer achtund- 
zwanziggliedrigen Gruppe des R.. Diese wollen wir schon jetzt der 
Kiirze halber mit (G,,, H,,) bezeichnen, und ebenso die zu ihr holomorphe 
Gruppe von Somentransformationen. DaB sie (wenigstens) aus zwei ge- 
trennten Transformationsscharen besteht, wird in § 10 gezeigt, im iibrigen 
stellen wir die Struktur der Gruppe noch zuriick. 

Damit ist eine Forschungsmethode im Sinne von Kleins Erlanger 
Programm geliefert. Die (G,,, H,,) spielt aber in der Kinematik dieselbe 
Rolle, wie in der Liniengeometrie die Gruppe (G,,, H,, ) der Kollineationen 
und Korrelationen. 

In der Geometrie der Gruppe (G,,, H,,) ist der Unterschied zwischen 
eigentlichen und uneigentlichen Somen unwesentlich. Ein solcher Unter- 
schied tritt erst zutage in der Geometrie einer zweiundzwanziggliedrigen 
(Beweis in § 10) Untergruppe G,, von G 
Affinitaéten gesetzt werden kann. 


die also in Parallele zu den 


as? 


Es ist nun bequem, nur die Erscheinungen zu behandeln, die gegen- 
iibe. Transformationen von (G,,, H,,) invarianten Charakter haben, und 
so gelangt man auch zu den einfachsten, allgemeinen Gesetzen. Indessen 
ist der Unterschied zwischen eigentlichen und uneigentlichen Somen doch 
zu tiefgreifend, um ihn bei einer ersten Einfiihrung in den Gegenstand 
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vollig auBer acht zu lassen. Wir werden daher beim Studium der line- 
aren Somenmannigfaltigkeiten, za Jem wir nunmehr iibergehen, sogleich 
auch die Klassifikation gegeniiber G,, bringen, die im engsten Zusammen- 
hang mit der kinematischen Erzeugung dieser Gebilde steht, und eine 
groBere Anschaulichkeit in die z. T. bereits verwickelten Verhiltnisse bringt. 

6. Aus zwei geirennien inzidenten (rechtseitigen) Somen UA und B 
bilden wir das Somenbiischel 


(43) x= o,A+o,8. 
Inzident miissen die beiden Somen & und $ sein, weil sonst fiir X die 
Relation (2) nicht erfiillt wird. Es soll also sein(MU)=— (AB) — (BB) = 0. 
Dann gilt aber 

Satz 2. Jedes Soma eines Somenbiischels ist zu jedem andern 


solchen Soma inzident. Sei nimlich Yj —+1r,%-+ 1,6 ein anderes Soma 
des Biischels (0,1, — 0,1, + 0), 80 ist 


(¥Y) = o,1,(UM) + (0,4, + 9, 7,)(AB) + 0, t, (BB) = 0. 

Satz 3. Die Somenbiischel sind den erzeugenden R, (geraden Linien) 
auf M¢ zugeordnet. 

Eine leichte Konstantenabzahlung, die wir hier durchfiihren wollen, 
zeigt, daB es co® Somenbiischel gibt. Der Punkt & der Mg kann auf 
oo* Arten gewahit werden, der Punkt 8 aber wegen (&8)=—0 nur noch 
auf co® Arten. Es gibt also co"! brauchbare Punktepaare auf M;. Jeder 
Erzeugenden von Mj gehéren aber co* solcher Paare zu. Daher gibt es 
nur co*® solche Erzeugende, also co*® Somenbiischel. Ebenso zeigt man: 

Durch jedes Soma laufen cof Somenbiischel. 


Die co* Somenbiischel bilden eine einzige Klasse gegeniiber Trans- 
formationen von (G,,, H,,), d. i. jedes Somenbiischel kann in jedes andere 
transformiert werden. Die Eigenschaften des Somenbiischels kénnen daher 
an einem speziellen Somenbiischel studiert werden, etwa am Biischel: 


0:0,:0,:0: 0:0:0:0. 

Anders verhilt es sich aber gegeniiber Transformationen von G,,, wo 
der Unterschied zwischen eigentlichen und uneigentlichen Somen wesent- 
lich wird. Dort haben wir drei Klassen zu unterscheiden. 

a) Somenbiischel, die nur aus eigentlichen Somen bestehen. Keine 
zwei Somen im Biischel sind parallel. Als ,,kanonisches“ Beispiel wahlen wir 
(44) 6,:6,:0:0: 0:0:0:0. 

Man erzeugt ein solches Somenbiischel kinematisch, indem man irgend 
eins seiner Somen allen Drehungen um eine feste Achse unterwirft (im 
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Beispiel (etwa) das Protosoma allen Drehungen um seine erste Achse). 
Oder: 

Man spiegelt ein linkseitiges Soma an allen Ebenen eines Biischels 
mit eigentlicher Achse (im Beispiel etwa das linkseitige Soma 

0:0:1:0: 0:0:0:0 
an allen Ebenen durch die X-Achse). Beweise durch (36) und (37). 

b) Somenbiischel mit einem einzigen uneigentlichen Soma. Dann 
sind alle Somen des Biischels zueinander parallel. Solcher Somenbiischel 
gibt es co’, durch jedes eigentliche Soma oo*, durch jedes uneigentliche oo*. 
Beispiel : 

(45) 6,:0:0:0: 0:0,:0:0. 

Die eigentlichen Somen eines solchen Biischels gewinnt man, wenn 
man ein rechtseitiges Soma allen Schiebungen in einer festen Richtung 
unterwirft (im Beispiel (etwa) das Protosoma in der Richtung der X- Achse, 
vgl. (14)), oder wenn man ein linkseitiges Soma an den Ebenen eines 
Parallelebenenbiischels spiegelt (im Beispiel das linkseitige Soma 


rh A OR 0:0:0:0 


an allen Ebenen senkrecht zur X-Achse). 

Man kénnte versucht sein, zu meinen, das uneigentliche Soma in 
einem solchen Biischel werde durch die gemeinsamen Achsenrichtungen 
seiner co’ parallelen eigentlichen Somen geliefert. Vielmehr hat man 
diese Achsenrichtungen noch der Umwendung um eine der Schiebungs- 
richtung parallele Gerade zu unterwerfen. Damit ist auch das uneigent- 
liche Soma im Biischel konstruiert. 

c) Das Somenbiischel besteht ganz aus uneigentlichen Somen. Solcher 
Biischel gibt es oo‘, durch jedes (uneigentliche) Soma co*. Man unter- 
wirft ein (rechtseitiges) uneigentliches Soma etwa allen Drehungen um 
eine Gerade, die innerhalb des durch sie bestimmten Parallelenbiinde's 
beliebig gewahlt werden kann. Durch Abanderung dieses Parallelenbiindels 
kénnen alle Somenbiischel durch das Ausgangssoma gewonnen werden. 
Oder man iibt auf ein linkseitiges uneigentliches Soma alle Umlegungen 
von festem Mittelpunkt und fester Miitelebene aus. Beispiel: 


(46) 0:0:0:0: 0:0,:6,:0. 

7. Die drei rechtseitigen Somen U&, 8, € sollen keinem Somenbiischel 
angehéren, aber zu zweien inzident sein. Unter dieser Voraussetzung 
stellt das System 


(47) X¥=o,A+ o,8+4,€ 


eine Mannigfaltigkeit von oo* Somen dar, ein Somenbiindel. 
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Satz 4. Jedes Soma eines Somenbiindels ist zu jedem andern 
solchen Soma inzident. Beweis wie bei Satz 2. 

Satz 5. Die Somenbiindel sind den erzeugenden R, (Hbenen) auf 
M¢ zugeordnet. Es gibt co*® Somenbiindel, durch jedes Soma co®, durch 
jedes Somenbiischel co*. Ein Somenbiindel enthalt co? Somenbiischel, 
von denen zwei getrennte stets ein einziges Soma gemeinsam haben. 
Doch brauchen zwei Somenbiischel, die ein Soma gemeinsam haben, nicht 
einem Somenbiindel anzugehéren. Irgend zwei getrennte Somen des 
Biindels kénnen stets durch ein einziges Somenbiischel verbunden werden, 
welches ganz im Biindel liegt. Zwei getrennte Somenbiindel kénnen ein 
Soma oder ein Somenbiischel gemeinsam haben; es ist aber auch der Fall 
denkbar, da8 sie véllig windschief zueinander verlaufen. Die co* Somen- 
biindel bilden eine einzige Klasse gegeniiber (G,,, H,,). 

Jetzt achten wir wieder auf die uneigentlichen Somen, klassifizieren 
also gegeniiber G,, und geben kinematische Erzeugungen fiir die einzelnen 
Typen an. 

a) Sdmtliche Somen des Somenbiindels sind eigentlich. Dann sind 
keine zwei Somen im Biindel parallel; es gibt nur Somenbiischel vom 
Typus a. Man fiihrt auf ein rechtseitiges Soma alle Drehungen um 
die geraden Linien eines Biischels mit eigentlichem Scheitel aus, oder spiegelt 


ein linkseitiges Soma an allen Ebenen durch einen eigentlichen Punkt. 
Beispiel : 


(48) 0 :6,:0,:0,: 0:0:0:0. 


b) Somenbiindel mit einem einzigen uneigentlichen Soma. Deren 
gibt es co*, durch jedes eigentliche Soma co‘, durch jedes uneigentliche co’. 
Die Somen eines solchen Biindels lassen sich auf co’ Somenbiischel vom 
Typus b verteilen; alle iibrigen Somenbiischel der Figur gehéren dem 
Typus a an. Man fiihrt auf ein rechtseitiges Soma alle Drehungen um 
die geraden Linien eines Parallelenbiischels aus oder spiegelt ein link- 
seitiges Soma an allen Ebenen eines Biindels von uneigentlichem Scheitel. 
Dann ist noch das uneigentliche Soma hinzuzufiigen (vgl. §6, Typus b). 
Beispiel : 


(40) 0-034, <4, 


+. 0:0,:0:0. 


c) Das Somenbiindel enthdlt ein Biischel uneigentlicher Somen. Solcher 
Biindel gibt es oo*, durch jedes eigentliche Soma co*, durch jedes un- 
eigentliche oo‘, Alle Somen der Figur sind zueinander parallel; Somen- 
biischel vom Typus a treten nicht mehr auf. Man unterwirft ein rechts- 
seitiges Soma allen Schiebungen parallel zu einer Ebene oder spiege!t 
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ein linkseitiges Soma an allen Punkten einer Ebene. Jede eingliedrige 
Schiebungsgruppe bestimmt ein uneigentliches Soma. Beispiel: 


(50) 0:06,:0:0: 0:0:6,:6,. 


d) Das Somenbiindel enthdalt nur uneigentliche Somen. Biindel dieser 
Art gibt es noch oo*, durch jedes (uneigentliche) Soma co*. Man iibt 
auf ein uneigentliches rechtseitiges Soma alle Drehungen um die Geraden 
eines Biischels mit eigentlichem Scheitel aus oder fiihrt auf ein links- 
seitiges uneigentliches Soma die unter a) beschriebenen Umlegungen aus. 
Beispiel : 


(51) 0:0:0:0: 0 :0,:0,: 0. 


8. Die vier rechtsseitigen Somen U, 8, €,D sollen keinem Somen- 
biindel angehéren, aber zu zweien inzident sein. Dann stellt das System 


(52) X=o,%A + 6,8 + o,€ + 6,D 
eine Mannigfaltigkeit von oo* Somen dar, ein Somengebiisch. 


Satz 6. Jedes Soma eines Somengebiisches ist zu jedem anderen 
Soma inzident. 


Satz 7. Die Somengebiische sind zugeordnet den erzeugenden drei- 
dimensionalen Raumen R, auf Mi. 


Daher gibt es im Somengebiisch co* Somenbiindel, von denen zwei 
getrennte sich in einem Somenbiischel durchsetzen, ferner co* Somen- 
biindel. Haben zwei getrennte von diesen ein Soma gemeinsam, so kénnen 
sie auch durch ein Somenbiindel verbunden werden, welches ganz im Ge- 
biisch enthalten ist. Drei Somenbiindel im Gebiisch haben mindestens 
ein Soma gemeinsam. Durch ein Soma des Gebiisches gibt es co* Somen- 
biischel und ebensoviel Somenbiindel, die ganz im Gebiisch verlaufen. 
Durch ein Somenbiischel des Gebiisches lassen sich oo' Somenbiindel legen, 
die dem Gebiisch angehéren. 


a) Somengebiische ohne uneigentliches Soma. Deren gibt es co*, 
durch jedes Soma co*. Keine zwei Somen im Gebiisch sind zueinander 
parallel. Man unterwirft ein rechtseitiges Soma allen Drehungen um 
einen festen Punkt oder ein linkseitiges Soma allen Umlegungen mit 
festem eigentlichen Mittelpunkt. 


(53) Oo: O,: 0,2 G5: 0:0:0:0. 


b) Ein einziges uneigentliches Soma. Solcher Somengebiische gibt 
es ebenfalls noch co*, durch jedes Somaco*. Die Somen der Figur lassen 
sich auf oo? Biischel paralleler Somen verteilen. Man fiihrt auf ein recht- 
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seitiges Soma alle Drehungen um die Geraden einer Ebene aus oder auf 
ein linkseitiges Soma die Spiegelungen an allen Ebenen des Raumes. 
(54) 6,:0:0,:0,: 0:0,:0:0. 

c) Ein Biischel uneigentlicher Somen. Solcher Somengebiische gibt 
es noch co®, durch jedes eigentliche Soma co*, durch jedes uneigentliche oo*. 
Die eigentlichen Somen der Figur lassen sich auf oo’ Biindel paralleler 
Somen verteilen. Ein rechtseitiges Soma wird allen Drehungen um die 
Geraden eines Parallelenbiindels unterworfen; ein linkseitiges allen Um- 


legungen mit festem uneigentlichen Mittelpunkt. Hierdurch erweist sich 
dieser Fall als Ausartung des Typus a. 


(55) 6,:6,:0:0: 0:0:4,:4,. 

d) Ein Biindel uneigentlicher Somen. Es gibt co* solcher Somen- 
gebiische, durch jedes eigentliche Soma ein einziges, durch jedes uneigent- 
liche co*. Alle Somen der Figur sind zueinander parallel. Man unter- 
wirft ein rechtseitiges Soma allen Schiebungen (Ausartung von Typus b)), 
oder ein linkseitiges den Spiegelungen an allen Punkten des Raumes. 
(56) 6,:0:0:0: 0 :0,:0,:0,. 

e) Das Gebiisch aller wneigentlichen Somen. 

(57) 0:0:0:0: Oy: G, : Oy: Oy. 

Damii sind alle linearen Somenmannigfaltigkeiten aufgezdhlt. Gabe 
es nimlich auf Mj noch erzeugende R,, so miiBten sie, wie die Kon- 
stantenabzahlung sofort ergibt, in diskreter Anzahl vorhanden sein; Mi; ist 
aber singularitatenfrei. 


Die Kriterien fiir die Klassifikation gegeniiber G,, werden durch die 
Rangzahlen der drei Matrizes geliefert 


|My Mo Mor Moe 
|B, Bor Bor Bos 
1G, Go, Gop Fog j!’ 
Do Dor Doe Dos 


wobei fiir die Somenbiindel die letzte Reihe, fiir die Somenbiischel die 
beiden letzten Reihen zu unterdriicken sind. 

Zur Konstruktion der einzelnen Figuren durch Bewegungen haben 
wir jedesmal ein Soma benutzt, welches der Mannigfaltigkeit bereits an- 
gehérte. Dadurch bilden die fraglichen Bewegungsscharen, die hier immer 
nur aus Drehungen und Schiebungen, d. i. nicht aus Schraubungen be- 
stehen, jedesmal eine kontinuierliche Gruppe. Sonst hiatten sich auch 
andere Konstruktionen angeben lassen; bei den Somenbiischeln und Somen- 
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biindeln kommt man mit Umwendungen aus. Die Umwendungsachsen 
erfiillen ein Geradenbiischel mit eigentlichem Scheitel (Somenbiischel, 
Typus a), ein Parallelenbiischel (Typus b); ein Geradenbiindel mit eigent- 
lichem Scheitel (Somenbiindel, Typus a), ein ebenes Geradenfeld (Typus b), 
oder endlich ein Parallelenbiindel (Typus ¢). Die Somengebiische kénnen 
nicht so erhalten werden, da es kein Soma gibt, welches vier linear un- 
abhaingige Somen gleichzeitig senkrecht schneidet. 

Die kanonischen Beispiele sind bei allen nicht ganz aus uneigent- 
lichen Somen bestehenden Biischeln und Gebiischen so gewahlit, daB sie 
das Protosoma enthalten. Das ist natiirlich nicht notwendig, darum haben 
wir bei den Somenbiindeln absichtlich andere Beispiele angegeben. 

Der Umstand, daB es zwei Typen von Somengebiischen von gleicher 
Konstantenzahl sechs gibt, fordert zu weiteren Untersuchungen auf, zu 
denen wir andere Mittel bendtigen’). 

9. Die Figur des Soma, also dreier sich senkrecht schneidenden Speere 
ist immerhin recht verwickelt, und es erweist sich wiinschenswert eine 
klarere Vorstellung der betrachteten Somenmannigfaltigkeiten, die der An- 
schauung gewiB Schwierigkeiten bereiten, auf anderm Wege zu gewinnen. 

Eine einfachere Figur, die ebenfalls in co* Exemplaren vorkommt, 
ist der komplexe Punkt des dreidimensionalen Raumes. Er sei eigentlich 
und habe die inhomogenen Koordinaten X,, X,, X,; der konjugiert ima- 


ginére Punkt werde als » te X,, X, bezeichnet. Dann setzen wir 

(re _ 4 a, Yy 

58) Xo=1, ZX, =3(X,+ K,),.--. 

. , . 5) 2 = 2 2 2 : ~e . 

Rio, = 38{X, + X, +X, —A, —X, —X,}, FX, — 56(X, — X,),... 


1 
Die Ausdriicke fiir X,,, ..., Xa,, --. liegen nahe*®), der fiir X,,, folgt aus (2). 
Hiernach ist jedem eigentlichen komplexen Punkte zugeordnet ein 
(reelles) eigentliches Soma, und auch das Umgekehrte gilt, wenn nicht 
X, = 0 ist. Gehdren so die Somen X und Y) zu den Punkten X und ¥Y, 
so wird 


(59) (XY) = 34 {(X, — Y,)*+... —(X,—Y,)° —...}. 


Hieraus folgt sofort: 


*) Einen Teil der bisher vorgefiihrten Ergebnisse hat Herr de Saussure gefunden 
(Exposé résumé de la géométrie des feuillets. Genf 1910). Feuillet ist im wesent- 
lichen identisch mit dem eigentlichen Soma; der Unterschied zwischen rechtseitigen 
und linkseitigen Somen, die beide auftreten, kommt nicht klar zutage. Herr de 
Saussure nennt das Somenbiischel vom Typus a Couronne, das Somenbiindel vom 
Typus a couronoide, das Somengebiisch vom Typus b hypercouronoide. Die iibrigen 
neun Typen linearer Somenmannigfaltigkeiten sind ihm entgangen, insbesondere das 
hochwichtige Somengebiisch vom Typus a (Linksgebiisch, vgl. § 10). 

*°) Vgl. etwa: Study, Ebene analytische Kurven. Leipzig 1911. S. 21. 
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Satz 8. Inzidente Somen bilden sich ab als komplexe Punkte, deren 
Abstandsquadrat reell ist. 

Danach erweist sich als Bild eines Somenbiischels der reelle Zug 
einer reellen Geraden, als Bild eines Somenbiindels der reelle Zug einer 
reellen Ebene, endlich haben wir in der Gesamtheit aller reellen Punkte 
des Raumes ein Bild fiir ein Somengebiisch. Das sind aber die Bilder 
von nur co‘ Biischeln, oo* Biindeln und einem einzigen Gebiisch; die 
iibrigen linearen Somenmannigfaltigkeiten bilden sich hier ebenso wie bei 
zwei anderen Zuordnungen von reellen Somen zu komplexen Punkten als 
imagindre Punktgebilde ab. 

Nun liegen aber bereits Untersuchungen vor, die den komplexen 
Punkt des Raumes durch eine reelle Figur ersetzen, durch die eines reellen 
orientierten Kreises (Laguerre), oder die zweier geordneter reeller Punkte**), 
und diese letzte erweist sich als fiir uns brauchbar. Das Paar eigentlicher 
reeller Punkte (a,, 2, 2) —> (#{, 25, %,) (inhomogene Koordinaten) soll zum 
komplexen Punkt X in folgende Beziehung gesetzt werden: 


. , Vv ' ‘4 P a= 
(60) 2% +a,=—X,+Z,,...,%,—2,=8(X, —X,),... 
(abweichend von Graustein). Dadurch wird infolge von (58) 
ee ; : : 
(61) X, : l, Kos 3 (2%, T Bi )yees 
. 2 21 8 2 2 2 ; , 
X1e3 (2; + 2,*+ Xs —2,°—2, — 2X3"), Xs : $ (2, — %),.--. 


Die Umkehrungsformeln lauten 
(62) @, == Zo, + Lag: Xo, .--5 B= Xe, — Zug: Xe; «:- 


Hierdurch wird jedem Paare geordneter reeller eigentlichen Punkte des 
Raumes eindeutig ein Soma zugeordnet, und umgekehrt, solange nicht 
X, verschwindet. 
Die letzte Einschrankung laBt sich heben (§ 11); an dieser Stelle 
verzichten wir darauf, um den Gedankengang nicht zu unterbrechen. 
Gehért das Soma Y) zum Punktepaar y—y’, so wird 


(63) (XY) = {(ys — 21)" T see —(y,— 2)" — vee}e 


Sind also die beiden Somen X und Y) inzident, so haben die beiden ,,An- 
fangspunkte“ x und y dasselbe Entfernungsquadrat wie die beiden ,,End- 
punkte“ x’ und y’: die béiden Punktepaare heiBen dann isometrisch: 


Satz 9. Inzidenten Somen kénnen zugeordnet werden isometrische 
Punktepaare. Damit erweist sich die Abbildung fiir die Geometrie der 
(G,,, H,,) brauchbar. 


u) W. C. Graustein, Eine reelle Abbildung analytischer komplexer Raumkurven. 
Diss. Bonn 1913. 





, (64a) 


(64b) 
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10. Den linearen Somenmannigfaltigkeiten entsprechen jetzt, wenn 
nicht fiir alle ihre Somen X, = 0 ist, héchst anschauliche Figuren. Die 
cot zu einem Somenbiischel gehérigen Punktepaare haben ihre Anfangs- 
punkte auf einer Geraden, und ebenso ihre Endpunkte auf einer Geraden 
(die mit der ersten zusammenfallen kann); beide Geraden sind durch die 
oo Punktepaare isometrisch (kongruent) aufeinander bezogen. 

Ebenso einfach wird das Bild eines Somenbiindels. Die Anfangspunkte 
der co? Punktepaare erfiillen eine Ebene, ebenso die Endpunkte. Beide 
Ebenen, die zusammenfallen kénnen, sind durch die Punktepaare isometrisch 
(kongruent) aufeinander abgebildet. 

Hieraus liest man ohne weiteres die Konstantenzahlen und eine ganze 
Reihe von Eigenschaften der Figuren ab. 

Etwas anders verhalten sich die Bilder der Somengebiische. Einem 
solchen entspricht zwar wieder eine isometrische Zuordnung, diesmal des 
Raumes auf sich selbst, sie kann aber diesmal auf zwei wesentlich ver- 
schiedene Arten hervorgerufen werden, namlich durch eine Bewegung oder 
eine Umlegung. Demgema8 gibt es zwei verschiedene Arten von Somen- 
gebiischen, die wir als Linksgebiische und Rechtsgebiische unterscheiden 
wollen. Von den aufgestellten Typen a) bis d) in § 8 sind a) und o) Links- 
gebiische, b) und d) Rechtsgebiische. Z. B. folgt aus (55) infolge (62) 


Z, = 6,:0), y= 5:9, X_ = 9, : 0; 
, . , . , . 
Z, = 6,209, Le = —Gg:09, Ze = — 1:0. 
, ‘ai ; , . ; 
Es liegt also (z| = 2,,%,;— — 2%,, 2%, = —2,) die Umwendung um die 


X-Achse, mithin eine Bewegung vor. 

Um ein Kriterium dafiir zu haben, wann das Somengebiisch (52) 
Linksgebiisch ist, vergleichen wir die Volumina zugeordneter Tetraeder 
und finden 


Linksgebiische (Bewegungen): 


| %,B..6,, D,9| + | A, BoeGos Dos | + | A, Bos So. Ds; | ss | A, Bo: Goo D2! =0. 
Rechtsgebiische (Umlegungen): 
| Bor GoDog | + | Mo Bs: Fie Dos | + | Wo Bre Ses Dos! + | Mo Bas Gs, Dos | = 0- 


Daraus folgt sofort, daB die Somentransformation 


(65) Hy = Ly, Loy = Lugs -+ +s Lage = Ligys Log = Xqs +> 


jedes Linkagebiisch in ein Rechtsgebiisch verwandelt, und umgekehrt. Damit 
ist ein erster Aufschlu8 iiber die Struktur der achtundzwanziggliedrigen 
Gruppe von Somentransformationen (§5) gewonnen. Sie zerfallt in zwei 
getrennte Transformationsscharen, von denen die der ersten Schar (,,@,,“‘) 
Linksgebiische immer wieder in Linksgebiische, Rechtsgebiische immer 
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wieder in Rechtsgebiische iiberfiihren. Diese Transformationen bilden fiir 
sich eine Gruppe. Die Transformationen der andern Schar (,,H,,‘‘) ver- 
tauschen beide Arten von Somengebiischen. Keine der beiden Scharen 
bildet iibrigens ein Kontinuum, wie wir hier vorliufig bemerken, sondern 
jede zerfallt noch wieder in vier getrennte Kontinua. 

Das Analogon zu den Transformationen von G,, im Linienraum sind 
die Kollineationen, mu H,, die Korrelationen. Den Linksgebiischen ent- 
sprechen dort namlich (vgl. 66a) die Geradenbiindel (linkseitige erzeugende 
R, auf M;), den Rechtsgebiischen die Geradenfelder (rechtseitige erzeugende 
R, auf M!). Wir erginzen daher Satz 7 dahin: 


Satz 10. Den Linksgebiischen sind zugeordnet die ,,linkseitigen“ 
erzeugenden R, auf M3, den Rechtsgebiischen die ,,rechtseitigen“ erzeu- 
genden R,. 


Die Analogie ist aber nicht durchgreifend, die Gruppe (G,,, H,,) der 
Projektivitaéten des Linienraums umfa8t nur vier getrennte Kontinua von 
Transformationen. Acht getrennte Scharen erhalt man wieder, wenn man 
noch zwei Dimensionen weiter zuriickgeht, in der Gruppe einer reellen 
geradlinigen singularitatenfreien Flache zweiter Ordnung**). Hierzu beachte 
man die Bemerkung vom Schlusse des § 1. — 

Ein Punkt z kann in einen Punkt x’ durch co* Bewegungen und 
durch co* Umlegungen iiberfiihrt werden. Man kann namlich in den 
Gleichungen (7) bis (10) zunachst die a beliebig variieren (vgl. aber (9)!) 
und daraus die # eindeutig bestimmen: 


2 py = ® — (a, — 2)a, — (%, — 2) a, — (%, — 2) a,, 
(66) 2B, = (%, — 2) & ° — (% + 2) a, + (2%, + 2) a,, 

2 By = (%_ — %y) Gy + (2, + 2%) a, ® — (%, + 21) @,, 

2 By = (%, — %) &) — (2+ 4) a, + (%, + 2) a, ad 

Ganz entsprechend findet man fiir die co* Umlegungen 

245 = * — (%, + 21) 75 — (% +24) %o — (y+ 25) 7s, 
(67) 26, = (4, + 2%) % © — (% — %%) ¥q + (% — 2) Me, 

2d, = (%_ + 2) % + (%s — %) M1 ® — (%, — %) 75, 

2 by = (2 + 23) % — (%y — %) 1 + (4, — 2) Ye ® 


Vermége unserer Abbildung folgt daraus 


Satz 11. Durch ein Soma laufen co* Linksgebiische und oo* 
Rechtsgebiische. 


Der Beweis ist nicht ausreichend fiir Somen der Eigenschaft X, = 0. 


‘) Vgl. einen Aufsatz des Vorf. Amer. Trans. 11 (1910), 8. 418—420, 424—426. 
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Man hat dann aber nur noch 2u zeigen, daB diese co* Somen keine inva- 
riante Teilmannigfaltigkeit bilden, und das sieht man bereits an der zu 
H,, gehérigen Transformation 

Rak, Be =hy.--. Beh Beles. 

Soll eine Bewegung (66) oder eine Umlegung (67) auch noch den 
Punkt y in y’ iiberfiihren, so miissen die beiden Punktepaare z—+z’ und 
y—y’ isometrisch sein. Bei festgehaltenem y gibt das noch co* zulassige 
Lagen fiir y’, oder: 

Satz 12. Durch ein Somenbiischel laufen cc Linksgebiische und 
co" Rechtsgebiische. 

Durch drei Paare x—+ 2’, y—+y’,z-—+z’, die paarweise isometrisch 
sind, ist eine einzige Bewegung und eine einzige Umlegung bestimmt: 

Satz 13. Durch ein Somenbiindel lduft ein einziges Linksgebiisch 
und ein einziges Rechtsgebiisch. 

Analogon in der Liniengeometrie: Durch jedes Geradenbiischel lauft 
ein einziges Geradenbiindel und ein einziges Geradenfeld. 

Die Satze 11 bis 13 zeigen, daB es bei den Somenbiischeln und Somen- 
biindeln nicht derartige Unterschiede gibt, wie zwischen den Linksgebiischen 
und Rechtasgebiischen. 

Es gibt windschiefe Linksgebiische { Rechisgebiische|. Ein Beispiel 
genigt 


Wir benutzen die Gelegenheit, die schwerfilligen Kriterien (64ab) durch 
einfachere zu ersetzen. Die Betrachtung der uneigentlichen Somen (§ 8) 
ergibt: 

Das Somengebiisch 
(52) X= o,UA+ 6,8 + 6,€ + 4,D 
ist ein Rechisgebiisch, wenn der Rang der Matrix 


A, Bo, , 2 os | 
eine ungerade Zahl ist. 


Das wiirde dazu fiihren, das Gebiisch aller uneigentlichen Somen als 
ein Linksgebiisch zu erklaren, und in der Tat nétigen dazu die folgenden 
beiden Satze. Darin wird dann wieder die Analogie mit der Linien- 
geometrie unterbrochen, wo die Gesamtheit aller uneigentlichen Geraden 
als ebenes Feld anzusehen ist, entsprechend einer rechtseitigen erzeugen- 


den R, von M:. 








bi 
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Satz 14. Zwei Linksgebiische |Rechtsgebiische|, die ein Soma ge- 
meinsam haben, schneiden sich in einem Somenbiischel. 

Fiir das gemeinsame Soma diirfen wir sogleich %,+ 0 voraussetzen. 
Dann ist zu zeigen, daB, wenn zwei Bewegungen [Umlegungen] S und 7 
gleichzeitig z in 2’ iiberfiihren, es noch co’ andere Punkte gibt, die 
beidemal in gleicher Weise transformiert werden. Jeder solche Punkt 
ist dann Ruhepunkt einer Bewegung ST'~*, die nur eine Drehung sein 
kann, da sie bereits den Ruhepunkt 2 besitzt, Damit ist aber die Existenz 
von oo? Ruhepunkten gewahrleistet. 

Man kann den Beweis auch direkt fiihren. FaSt man in (66) die 
a, B als gegeben auf und ersetzt die z,2’ nach (62), so geniigen die 
Koordinaten der Somen des Linksgebiisches, welches der Bewegung (c, /) 
zugeordnet ist, den vier Gleichungen 


Bo Xq + @, X55 + @yX,, + &,¥,5 = 0, 
B, Xo — Gy XK qq + OyXog — My Xoq = 0, 
B,Xq — Gy Xqy + Xo, — &, Xo, = 0, 
By Xq — Coq + &, Fog — %q Xo, = 0. 
Unser Satz wird jetzt, soweit er sich auf Linksgebiische bezieht, durch 


Betrachtung zweier solcher Gleichungssysteme bewiesen. Fiir Rechtsge- 
biische benutzt man entsprechend (67): 


( 66a) 


Die Koordinaten der Somen des Rechtsgebiisches, welches der Um- 
legung (y, 5) zugeordnet ist, geniigen den Gleichungen 


By Xq + 7: Xr + %2 Lon + 7s X03 = 9, 
3b, — YoXor + %a X12 — YsXsi = 9, 
9, Xo — YoXon + 7g Xs — 71X19 = 9, 
8, X — 79 Xo + 71X51 — Yo Xan = 9- 


Verkiirzt man (§ 1), so driicken die vier Gleichungen (66a) die Be- 
dingungen dafiir aas, daf die gerade Linie X durch den Punkt «,: «,: a,: 
lauft. Damit ist einmal der behauptete Parallelismus von Linksgebiischen 
und Geradenbiindeln dargetan, andrerseits ist darin auch ein Beweis fiir 
die ZweckmaBigkeit der Bezeichnungsweise der Bewegungsparameter zu 
erblicken. Anstatt der hier benutzten, von Study eingefiihrten Parameter 
(a, 8) sind namlich in der Folge von anderen Autoren andere Zeichen 
verwandt: 


+- 


Study: Xo a, fs as Bo b, By B, 
Combébiac: & —a@, —@® —@, 6b, —6, —B —8, 
Klein: D-—-A-—-B-C D' —A’ —B' —C’ 
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Bricard: A 7 y o 


l m n p(!) 


Schoenflies*):—D A B C +4D, 3A, 5B, 30, 

Praktisch véllig unbrauchbar ist die Bricardsche Bezeichnungsweise. 
Bei allen iibrigen tritt eine Diskrepanz auf zwischen (66a) und dem ent- 
sprechenden Formelsystem der Liniengeometrie. Trotzdem haben wir sie 
hier zusammengestellt, um die Briicke zu den Arbeiten der genannten 


Autoren zu schlagen. 


Verkiirzt man das System (67a), so sagen die verkiirzten Formeln 
vereinigte Lage der geraden Linie X mit der Ebene yo:7,:7.: 7, aus. 

Satz 15. in Linksgebiisch und ein Rechtsgebiisch schneiden sich 
in einem einzigen Soma, oder sie haben ein ganzes Somenbiindel gemeinsam. 

In der Tat wird das System der acht Gleichungen (66a), (67a) stets 


durch das Soma befriedigt 


Lo Gy Yq + C7; + My Yq + My 7o Koy = %qO, — &, 9 — Bag t+ Byres --- 


des aan (Bo 59+ 8,9,+ B,6,+ B, 4s ), £,, = — (Boys — Bx Yo — &%_5g+ &y 9, Jy eee 


und es ist nur noch der Fall zu untersuchen, wo dieses Soma unbestimmt 


wird. 


Wir bezeichnen die linken Seiten der Gleichungen in (66a) durch 
L,, L,, L,, L,, die in (67a) durch R,, R,, R,, R,. Ferner sei 


—1L,+%L,— «BR, + oR, 
—«,R,+a,R,—7,L,+7,L, 


is P,,... 
=@Q,,... 


Fiir y, + 0 haben wir dann in P, = P, = P, = R, = R, = R, = L,=0 
ein dem urspriinglichen System dquivalentes. J, ist dann linear abhangig 
von R,, R,, R,. Aber P,—0, P,=0, P,=0 sind jetzt identisch er- 
fillt, so daB zur Bestimmung von sieben Unbekannten vier unabhingige 


homogene Gleichungen iibrig sind. 


Fir y,= 0, a,+ 0 nehmen wir als aquivalentes System das folgende 
Q2.=% == L1,=—L,=L,= R,=0?. 


Dann ist LZ, von L,, L,, L, linear abhingig; Q,=0, Q,=0, Q,= 
werden identisch erfiillt. Ist endlich y, = 0, a,=0, so wird 


a, DL, +a,L,+a,L,=0, 


y, R, + 7,R,+ 7,R,= 0, 


6, R, + 6, L, + 6,L,+- 6,L,= 0, 6, L,+ 6, R, + 8, R, + 6, R, = 0, 


so da8 wieder nur vier unabhangige GréBen iibrig bleiben. 
Die Bewegung (a, f#) und die Umlegung (7,46) transformieren in 


8) Combébiac, Calcul des Triquaternions; -Klein und Sommerfeld, Theorie des 
Kreisels; Bricard, Nouv. Ann. de Math. 10 (1919); 
Palermo 29 (1910). 


Schoenflies, Rend. Circ. Mat. 
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diesem letzten Falle, wo also Linksgebiisch und Rechtsgebiisch sich in 
einem Somenbiindel durchdringen, eine Ebene u in gleicher Weise in eine 
Ebene w’: 

Uy = By dy + 4,6, +... — Borg — By, —- os 

U, = Fy, — 2, Yo + Mg %g — Meg» --- 

Uo = Gob, + a, 4, +... + Borg t Biri t---s 


, 
Uy = By ¥, — & Yo — Gs V3 + Os Vqr+>- 


(69) 


Ist auBer u noch die Umlegung gegeben, so ist dadurch die Bewegung 
bestimmt 


(Yo + vi +72 + 73) % = + Uy 7, + Uy Yq + Uy 7s, 
(70a) (yo+ rit re + 73)% = — %U% T Ug Yq — UgYg,--- 
"(ve + rit ve t+ 73) Bo = — Mo%o — 4,5, — tg dq — thy ds, 
(vo + 72 + 72 + 73) By = — Uo 7s + UH, Og — Uy 5g + thy ds, - 


Ist dagegen auBer w noch die Bewegung gegeben, so folgt fiir die 
Umlegung 


(a2 + a? + «3 + cf) y= — U, &, — Ugh, — Uy Gy. 
0b) (a2 + a? +- a2 + af) y, = 1, — Ug ft, + te %...- 

(a2 + a? + 3 + af) dy = Ug tty + U, B, + Ug By + Uy By. 

(a2 + a? + a? + a3) d, = ue, — U, By + ty By — ty By. -. 


Die durch die Formeln (66a) und (67a) vermittelte Beziehung 
zwischen Linksgebiischen und Bewegungen, Rechtsgebiischen und Um- 
legungen wird liickenlos umkehrbar eindeutig, wenn man die Forderungen 
(9) und (19) fallen laBt (,,Ausgeartete‘‘ Bewegungen und Umlegungen), 
oder wenn wir von den Bewegungen und Umlegungen zu Somen iiber- 
gehen: 

Satz 16. Die Gesamtheit der Linksgebiische laft sich liickenlos wm- 
kehrbar eindeutig beziehen auf die Gesamtheit der (eigentlichen wnd un- 
eigentlichen) rechtseitigen Somen, die Gesamtheit der Rechtsgebiische auf 
die der linkseitigen Somen. 


Dazu hat man freilich die Formeln (66a), (67a) nétigenfalls durch 
folgende zu erganzen: 
Gy L195 + By Xo: + Ba Xoo + Bs Xos = 0, 
@, Ey03 — Bo Xo, + By Xiq — By Xq, = 0,.-. 
Yo L105 + 5, £45 + 5 Xy, + 53 ¥,5 = 90, 
¥1 X03 — 5p Fag + Se Fog — 5g Xoq = 0, «.. 


(66b ) 


(67b) 


14* 
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So erhilt man beispielsweise das Linksgebiisch aller uneigentlichen 

Somen fiir 
" 0, «, =0,... b, = |, pb, = 0, 

Hierin liegt die Méglichkeit, auch ein Linksgebiisch, und ebenso ein 
Rechtsgebiisch durch acht homogene Parameter mit verbindender quadra- 
tischer Relation darzustellen (§ 3). — 

Durch die Abbildung auf Punktepaare lassen sich jetzt auch alle 
iibrigen Fragen iiber lineare Somenmannigfaltigkeiten bequem beantworten. 
Wegen der Anwendungen auf Differentialgeometrie betrachten wir noch 
die Figur zweier Somenbiischel. 

Zwei Somenbiischel lassen sich im allgemeinsten Falle nicht durch 
ein Somengebiisch verbinden; sie sollen dann gebiischfremd heiBen. Dann 
sind sie auch biindelfremd (Satz 13). Es kann vorkommen, a) daS zu 
jedem Soma des einen Biischels ein einziges Soma des andern Biischels 
inzident ist. Das trifft fiir die beiden Biischel 

o,%+o,8 und 7,H%'+7,8. 

immer dann ein, wenn die Matrix 

| (Ma) ( AB") || 

| (BY) (BB’) || 
den Rang zwei hat. Die Gesamtheit aller Somen, die in jedem der beiden 
Biischel ein inzidentes Soma haben, bildet eine nichtlineare, irreduzible 
Mannigfaltigkeit, die den Zusammenhang einer singularititenfreien My; 
besitzt. 

b) Ist der Rang aber eins, so gibt es in jedem Biischel ein einziges 
Soma, welches zu allen Somen des andern Biischels inzident ist. Alle 
Somen, die in jedem Biischel ein inzidentes Soma haben, verteilen sich 
dann auf zwei Somenbiindel, die sich in einem Somenbiischel durchsetzen, 
oder c) die beiden urspriinglichen Somenbiischel haben ein Soma gemein- 
sam. Wir geben fiir alle drei Falle ein Beispiel. 


6,:6,:0:0: 0:0:0:0, 
8) 0:0:0:90: Ma Aa Fi OF 

6,:06,:0:0 0:0:0:0 
b) - 

O29 3@:0: 0: 17,:0:0. 

6,:6,:0:0: 6:¢:90:¢, 
°) 79 20:6: 0:7,:0:0. 


Ferner ist es méglich, da8 zwei Somenbiischel sich durch ein einziges 
Somengebiisch verbinden lassen. Dann sind sie biindelfremd (Satz 13), 
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und haben kein Soma gemeinsam. Zwei Fille (Linksgebiisch, Rechts- 
gebiisch ). 

Sodann kann es vorkommen, daB die beiden Somenbiischel sich durch 
genau zwei Somengebiische verbinden Jassen, ein Linksgebiisch und ein 
Rechtsgebiisch. Sie haben dann ein Soma gemeinsam und kénnen durch 
ein Somenbiindel verbunden werden. 

Endlich kénnen die beiden Somenbiischel zusammenfallen; dann gibt 
‘ verbindende Linksgebiische und ebensoviel Rechtsgebiische. 

Fiir aile nicht gebiischfremden Paare von Somenbiischeln hat die 
vorhin betrachtete Matrix den Rang Null. 

Wir sind jetzt in der Lage, einen zuriickgestellten Beweis nachholen 
zu kénnen. Da es cc® Linksgebiische gibt, so bleibt jedes in Ruhe bei 
einer Gruppe von Somentransformationen, die von 28 — 6 = 22 Para- 
metern abhaingt. Ihre Transformationen gehéren samtlich zu G,,, d. i. 
nicht zu H,,. Ist das Linksgebiisch insbesondere das aller uneigentlichen 
Somen, so liegt die Gruppe G,, vor. 

11. Die Abbildung (61), (62) der Somen auf Punktepaare war mit 
Singularitaten behaftet; die Somen der Eigenschaft X,— 0, die wir kurz 
kritisch nennen, konnten nicht abgebildet werden. Diese Ausnahmefille 
lassen sich beseitigen, wenn man eine neue Begriffsbildung vornimmt, 
und von kritischen Punktepaaren redet. Ein solches ist freilich nur zum 
Teil der Anschauung zugianglich; es besteht, wie wir vorwegnehmen, in 
einem mit einer Zahl belasteten geordneten Paare orientierter Richtwngen, 
oder vielmehr aus zwei solchen, in bestimmter Weise gekoppelten ,,Figuren“. 

Ein Somenbiischel kann ganz aus kritischen Somen bestehen. Im 
andern Falle hat es ein einziges kritisches Soma, und wir betrachten alle oc‘ 
Somenbiischel, die dasselbe kritische Soma besitzen. Jedes von ihnen ist 
nach § 9 abgebildet auf ein Paar isometrisch bezogener Geraden, die 
zwanglos als Anfangsgerade und Endgerade unterschieden werden. Fiir 
die genannten co* Somenbiischel sind nun die Anfangsgeraden simtlich 
zueinander parallel, und ebenso die Endgeraden unter sich. Die beiden 
so bestimmten Parallelenbiindel geben aber Veranlassung zu cc® Somen- 
biischeln, definieren das kritische Soma also noch nicht; es muB noch 
eine Angabe iiber die Art der isometrischen Beziehung hinzukommen. 

Ist % eine eigentliche Anfangsgerade, JB’ eine eigentliche Endgerade 
(Pliickersche Koordinaten), so sei 


es x 


2 


Bu = Bos Bie — Bos Bai» --- 3 = Bo, + Boo + Bos - 
Dann geben die oc’ Punktepaare 
P: « =%,,+(t—c) BB: ¥>--- 


(71) , , , * 
F: z= B+ (t+ c)% Fa: F nd 





~I 


te 
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fiir verinderliches t eine isometrische Beziehung zwischen den Speeren 
$B: Por: Py, und BP’: Bos: Bar. La8t man dann noch ¢ variieren, so resul- 
tiert eine andere isometrische Beziehung. Das dem Punktepaar % — J’ 
zugeordnete Soma heiBt nach (61) 


Hy = 2B°B™, Fy — BBs + BBat (t—e) BBB+ (t+) BB’ Bow | 


£23 = -it (pty ai. Rie} _ 2B" { Bi, ¥ Bi si Bi} 7 2et PR % ts 
;2 , , 
Xe, = B "2,.—B° ‘Bi + (t—¢)B PR, —(t+¢) PP Por --- 
Jetzt sei c fest und ¢ veranderlich. Dann stellt (72) ein Somen- 


biischel dar, dessen kritisches Soma sich durch Grenziibergang zu t = oo 
ermittelt : 


(61a) ¥,= 0, Se ne 
/ Fes = 2cPK’, = ¥’R,, — BR... 


Hierin kommt wohl ¢ vor, _ nicht mehr die Linienkoordinaten 
B.5,---, Byg»--- Andert man also die Gerade % oder §’ innerhalb ihres 
Parallelenbiindels ab, so bleibt das kritische Soma dasselbe. Andert man 
die Orientierung beider Geraden, und auferdem noch das Vorzeichen der 
Belastung c ab, so gewinnt man gleichfalls dasselbe kritische Soma. Sind 


umgekehrt dessen Koordinaten gegeben, so wird namlich doppeldeutig 


ease dh » Bor: BY = 0 (Kor — Rag), «++ C= OF 093 
1:9°= 2 +2 + Xo.+ 24242, 

Ein kritisches Punktepaar ist jetzt zu erklaren als die ,,Figur“ zweier 

mit je einer Zahl belasteter geordneter Speerrichtungen, die sich nicht 

andert, wenn mar alle Orientierungen und die Vorzeichen der Belastungen 

abandert. Jetzt laBt sich ausnahmslos jedem Soma ein Punktepaar um- 

kehrbar eindeutig zuordnen**). 

Die Belastung c vermittelt eine Zuordnung zwischen den (orientierten) 
Normalebenen der orientierten Richtungen % und §’. Der Normalebene 
zu % im Nullabstand t—¢ wird zugeordnet die Normalebene zu §’ im 
Nullabstand t+ ¢ (vgl.(71)). Jeder Punkt P kann mit allen oo? Punkten 
P’ einer Ebene (II) verbunden werden, ebenso jeder Punkt P’ mit allen 
co* Punkten P einer Ebene (1), wenn I und II solche zugeordneten 
Normalebenen von $ und $ sind. So erhalt man co® Punktepaare 
(P— P’), die alle zum kritischen Paar ($%, ’, c) isometrisch zu nennen 
sind, denn aus der Inzidenzbedingung der zugehérigen Somen folgt als 
ig fiir isometrische Lage der Paare x — x’ und (, $8’, c) 


) Bia Bo, +2, Boo + 23 Bos} — {z, Bos + 2 Bog + 25 Bos} —=2cPR 


(62a 


4) Wenn sine nech cha vesignalitehes ettieen Pens. dem Soma 0:0:0:0:1:0:0:0 
entsprechend, einfiihrt. Es lohnt sich aber wohl nicht, naher darauf einzugehen. 











yy © & eel 
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Beseitigt man den Faktor B®’ rechts, so geben die beiden Glieder links 
die Projektionen des Vektors nach dem Endpunkt [Anfangspunkt] auf die 
orientierte Endrichtung [Anfangsrichtung], wenn die beiden Vektoren im 
Nullpunkt angeheftet werden. 

Isometrische Lage der beiden kritischen Paare ($%, R’,c,) und 
(2, 2’, ¢,) wird jetzt erklart durch 
(74) B'D" (Bor Dor + Boa oat Bos Dos) = BO (Bor Dor t Boo Doe + Boa Dea): 
Der (nur durch seinen Kosinus gegebene) Winkel zwischen den beiden An- 
fangsrichtungen ist gleich dem Winkel zwischen den beiden Endrichtungen. 

Die kritischen Paare, die uneigentlichen Somen zugeordnet sind, sind 
dadurch charakterisiert, da8 Anfangsrichtung und Endrichtung zueinander 
entgegengesetzt sind. 

Ist das nicht der Fall, so steht die Belastung c in naher Beziehung 
zur Schrittweite 2H, der Umschraubung, die das zugeordnete, jetzt eigent- 
liche Soma aus dem Protosoma hervorgehen 148t. Orientiert man dann 
die Umschraubungsachse durch die Forderung 

Vop* p” T 2B PR’ (Po. Bo, is i Boo Boo - Bos Bos) i 28 P' cos} (P, ¥’), 
so wird e=H, cos 3 (B, % ‘ 

Es soll noch gezeigt werden, wie sich die Somenbiischel abbilden, 
die ganz aus kritischen Somen bestehen. Bilder der Grundsomen im 
Biischel seien die Paare (%, §’,c,) und (OD, O’,¢,). Da sie isometrisch 
sein miissen, so liegen die geradlinigen Trager von $8’ und 0’ getrennt, 
sobald es die von % und tun, und umgekehrt. §§ und sind parallel 
zu den Ebenen eines Parallelebenenbiischels, entsprechend $8’ und 0’. 
Parallel zum ersten dieser beiden Ebenenbiischel nimmt man eine beliebige 
Richtung R, parallel zum zweiten ebenso eine Richtung ft’. Dann be- 
stimmen R und ft’, mit geeigneter Belastung versehen, ein veranderliches 
Soma im Somenbiischel. 

Sind aber die’ Trager von §§ und © identisch, so sind es auch die 
von §’ und Q’. Dann darf angenommen werden, da8 % mit O zusammen- 
fallt, und 8%’ mit ©’. Dieses Paar orientierter Richtungen ist dann allen 
Somen des Biischels in gleicher Weise zugehérig, und diese unterscheiden 
sich dann nur durch die Belastung. 

Dieselben beiden Fille sind zu unterscheiden, wenn das Somenbiischel 
ganz aus uneigentlichen Somen besteht. Dann miissen noch ’ zu §, 
©.’ zu O entgegengesetzt sein. 

Man macht sich die Verhaltnisse am besten klar, wenn man die 
sphirische Abbildung der orientierten Richtungen auf die Einheitskugel 
zu Hilfe nimmt. 
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12. Die Abbildung der Somen auf die Punktepaare erweist sich be- 
sonders auch beim Studium nicht linearer Somenfiguren so anschaulich 
und fruchtbringend, da8 wir sie zunichst auf andere Weise herleiten und 
sodann ihre konstruktive Durchfiihrung bringen wollen. 

Man setze 

Ly + **£ rag = by, Xq + Fey = 6, -- 

Ey — **Eyup = 50, Hy, — Bay = Ff, -- +> 
wo x* eine beliebige positive Konstante ist, die zunachst von Null ver- 
schieden sei. Dann ist 


, = 3(& + &), Xo, = 3(&, + &), tee 


#* Eieg = 4 (fo—6)) Zee =3(6,—&), --- 


= \ 1 .,3 , , «2 
(77) 2(22)=5H+8+8+8—Se-H*- H- at =o. 


Setzen wir demgemaB noch 


(75) 


(76) 


l 


a 1 .s 2 2 2 1 ,2 2 2, ps2 2 
(78) Sh+8h+ 8+ hahaa tater +g’, 


so vermitteln die Formeln (75) und (76) eine liickenlos umkehrbar eindeutige 
Zuordnung der Somen auf die Paare (£.,: &,: &,: &4:&5) —> (0:65: 6: &:&) 
von Punkten des R,, die der singularitatenfreien M,; entnommen werden 
kénnen, deren Gleichung in (78) enthalten ist. Oder vielmehr auf Doppel- 
paare, denn man kann das angegebene Paar auch ersetzen durch das 
Paar (— &.,: &: &,: &: &) —> (— &u: &: &;: 63:6). Auf die Mm bauen wir 
eine projektive MaSbestimmung auf: 


(7 1 ; 1 
(79) cos x (é, 9) = =3So% + §1.% + fa%_ + £393: 3 Fa Nw: 
Wegen 


1 , , Fut pe , , 
2(Z9) = {750% + 1 + &%_+ sma} — {58010 + £31 + 4% + en;} 


sind dann inzidente Somen X und ¥) abgebildet auf Doppelpaare, die 
isometrisch sind im Sinne der durch (78) und (79) definierten Nichteukli- 
dischen Geometrie: 
cos x (=, 7) = cosx(&’, n’). 
Wir wollen jetzt den Grenziibergang zu x*=( vornehmen, und be- 
rechnen dazu 


E/E) nd + (nln) 83 —2(E| 9) Foe + ** {(E|E) (nin) —(Eln)*} 
ES mg + *° {(EE) ng + (09) So p+ %*(E| E) (0 | 0) 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist 


Jisin*x(, ) =! 





(|) = En, + 2g + Eg n- 
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In der Grenze wird daraus 

(e yt = (S _%)°, (fe _ %)\*_, (fo _ %)° 

(eh = (R-3) +(2-3) +Q-9). 
so daS das Symbol (&,) zur Euklidischen Entfernung der Punkte 
(&5: &:&,:&) und (mo: ,:%_:9,) geworden ist. Die M; wird in der 
Grenze zu 


7 2 2 72 
2 »2 a » 


€y — €o= ba — So == @. 
Setzen wir ,,— & = &,— &=0, also &,= &, so geht (76) iiber in 
X= &, For = 3(E, + Ef), «+ +s Fog = 3 (6, — €i), «++ 


wahrend Z,., = lim 5 (& — &5) aus (2) zu entnehmen ist. Damit sind 
die Formeln (61) wiedergewonnen. Die Annahme é,,-+ & = é,+ &=0 
liefert dasselbe, wahrend die beiden sonst noch denkbaren Méglichkeiten 
nichts Brauchbares ergeben. In der Grenze liegen nicht mehr Doppel- 
paare der M;, oder was dasselbe ist, des konformen dreidimensionalen 
Raumes vor, sondern einfache Paare im projektiven Raum. Dafiir treten 
die Singularitaten auf, mit denen wir uns in §11 beschaftigen muBten. 

Die konstruktive Durchfiihrung der Abbildung kann in einigermaBen 
befriedigender Weise erfolgen, wenn wir vom Punktepaar P — P’(x— 2’) 
ausgehen, und jedesmal die Bestimmungsstiicke der Bewegung aufsuchen, 
die das Protosoma in das gesuchte zugeordnete Soma iiberfiihrt. Es ist 
eine ganze Reihe von Fallen zu unterscheiden; die dabei eingefiihrten 
Bezeichnungen behalten in jedem folgenden Falle ihre Giiltigkeit. 

M sei die Mitte von PP’, und O der Mittelpunkt des Protosoma. 

1. P und P’ sollen in O zusammenfallen. Identische Bewegung. 
Protosoma. 

2. P und P’ getrennt, aber M fallt nach 0. Schiebung. OP’ gibt 
nach Lange und Richtung die Schrittweite und Schiebungsrichtung. 

3. P’ falle mit P zusammen, M sei von O verschieden. Drehung um 
die Achse OM. Nach beliebiger Orientierung wird tg 0, = MO = — OM. 

4. P’ sei von P verschieden, M von O, aber PP’ laufe durch 0. 
Schraubung um OM. Es bedeute P* das Spiegelbild von P’ in bezug 
auf 0, und M* die Mitte zwischen P und P*. Nach beliebiger Orien- 
tierung der Schraubenachse ist dann 


tg9@,—MO, H,=M*O. 
5. Jetzt laufe PP’ nicht durch O. Fir OP’=OP liegt eine 
Drehung, sonst ein> Schraubung vor, deren Achsen parallel zu O M, aber nicht 


mehr durch 0 laufen. Das Lot von O auf P* P habe den FuBpunkt Q. 
Bei irgend welcher syntaktischen Orientierung von OM und P* P wird 


tgQ@,—MO, H,=M"Q. 
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Jetzt werde OQ irgendwie orientiert und bilde die zweite Achse 
eines rechtseitigen Soma, dessen erste Achse 0M liefert. Dann ist die 
dritte Achse eindeutig be- 
stimmt. Auf ihr tragt man 
von O aus die Strecke OQ:0M 
ab. Damit ist ein Punkt der 
Schraubungsachse und somit 
sie selbst gegeben (vgl. die 
Figur). 

6. Kritisches Paar (8, 
B’,c), wo Bund PR’ zusam- 
menfallen. Der dazu syntak- 
tische Speer durch O ist Um- 
2. schraubungs (Umwendungs)- 
TS) Achse, wodurch H, =e wird 
/ 7. Kritisches Paar (¥, 
%’,c), wo B und §’ ent- 
gegengesetzt sind. Zugeordnet 
ist ein uneigentliches Soma. 
Die zugeordneten Speerrich- 
tungen (§ 5) erhalt man, wenn man die Achsen des Protosoma der Drehung 
um irgendeinen Speer x’ durch 20, dreht, wo cot 0, = ist. 

8. Die Richtungen 8 und §B’ des kritischen Paares gehéren verschie- 
denen Parallelenbiindeln an. Dann ist cos($, 8’) eindeutig gegeben. 
Wir verfiigen iiber 1(B, B’), das bedeutet zwei willkiirliche Schritte. 
Dann sind aber cos3($, %') und sin}(%, B’) eindeutig bestimmt. 

Wir konstruieren ein rechtszitiges Trieder durch 0. Die Richtungs- 
kosinus seien 


a) B'P,, + BR, :2 RR cos (P, B’), ... (,,Echte* Halbierende) 

b) £'B,, — PBR, :2BPR' sind (P, PB’), ... (,,Unechte* Halbierende ) 

c) Bos Boo - Boe Bos : BR’ sin (®, B®’), ... (Gemeins. Normalrichtung). 
Auf der dritten, eindeutig bestimmten Achse trigt man von 0 aus die 
Strecke tg} ($f, 9%’) ab und hat damit einen Punkt der Umschraubungs 
(Umwendungs)-Achse. Sie ist der echten Richtungshalbierenden syntaktisch 
zu orientieren, worauf sich ergibt 

H, = ¢:00s}(B, 8’). 


Damit sind wir wieder zur letzten Formel von § 11 gelangt. 


J 








Bonn, im Dezember 1919. 


(Angenommen 15. 12. 1919. ) 











Uber eine Aufgabe aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Von 


Paul Hertz in Géttingen. 


Uber Z Urnen sei eine groBe Zahl N von Kugeln verteilt. Sei x der 
relative Inhalt einer Urne, d.h. die durch N dividierte Anzahl der in ihr 
enthaltenen Kugeln, und »(xz)dz die durch Z dividierte Zahl von Urnen 
mit einem relativen Inhalt zwischen 2 und z+ dz (also die Wahrschein- 
lichkeit dafiir, bei willkiirlicher Wahl auf eine Urne mit einem solchen 
Inhalte zu treffen). Die Funktion g(z) ist anfangs gegeben; darauf wird 
willkiirlich eine Kugel aus einer Urne in eine andere gelegt. Welche 
Funktion (a) ist nun zu erwarten? 

Wir wollen zunachst noch N beliebig (nicht nur sehr groB) annehmen, 
mit X =2WN die Zahl der Kugeln in einer Urne bezeichnen, mit ®(X) 
die durch Z dividierte Anzahl Urnen vom Kugelgehalt X, mit ®*(X) 
dieselbe GréBe nach der Umlegung und mit ®*(X) ihren Mittelwert fir 
alle Umlegungen'). Dann ist 


(1) > %(X)=1, 
. N 
(2) > O(X)X=5. 





Nun benutzen wir, daB ®(X) resp. ®*(X) auch die Wahrscheinlich- 
keit bedeutet, bei willkiirlichem Herausgreifen einer Urne vor resp. nach 
der Umlegung den Inhalt X anzutreffen. Es werde also nach der Um- 
legung eine Urne bezeichnet; dafiir, da8 diese den Inhalt X besitzt, gibt 
es drei Chancen: 

1. Die gewahlte Urne kann vor der Umlegung den Inhalt X besessen 
haben; dann darf die Umlegung nichts an ihrem Inhalte geandert haben. 


*) Dabei gelte fiir das Herausnehmen jede Kugel, fiir das Hineinlegen jede 
Urne als gleichberechtigt. 
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2. Man kann auf eine Urne getroffen sein, die vorher den Inhalt 
X —1 hatte; dann muB8 die Umlegung eine neue Kugel in sie hinein- 
bracht haben. 

3. Die betreffende Urne hatte die Kugelzahl X +1; es mu8 ihr 
dann also eine Kugel entzogen worden sein. 

Die Umlegung selbst besteht aus zwei Teilprozessen: Die Kugel wird 
aus einer Urne herausgenommen und in eine andere hineingelegt. Dafiir, 
daB eine vorbezeichnete Urne eine Kugel verliert, besteht die Wahr- 


scheinlichkeit *), und dafiir, daB einer gegebenen Urne eine Kugel zu- 
erteilt wird, die Wahrscheinlichkeit > . 


Dies alles beriicksichtigend, erhilt man: 
‘ a*/Y¥\ x 1 X 1 
(3) #*(X) = (xX)((1-$) (1-5) + 45) 


+(x —1)|(1-47*) 3) 


+ @(X +1)[*3- (1-z)]. 

Man kann natiirlich (3) auch ableiten, ohne zu benutzen, daB ®(X ) 
eine Wahrscheinlichkeit bedeutet: Versteht man unter ®(X)Z lediglich 
die Anzahl von Urnen mit dem Inhalte X, und betrachtet eine Gesamt- 
heit von sehr vielen Urnenscharen, denen allen dasselbe Zahlensystem 
(1), ®(2), (3), ... zukommt, so erhilt man nach den Umlegungen 
eine neue Gesamtheit von Scharen mit verschiedenen Funktionen ®* (X ). 
Der iiber die Gesamtheit genommene Mittelwert ®*(X) wird aber durch 
die rechte Seite von (3) gegeben *). 

Nun seien Z und N/Z sehr groB. 


Setzen wir 


(4) + =2, 
(5) ®(X)=9(2)dz=9(zx)z, 
(6) a=, 


*) Hierzu wie tiberhaupt zu der ganzen Problemstellung vgl. P. und T. Ehren- 
fest, Math.-naturw. Blatter Nr. 11 und 12 (1906); Phys. Zeitschr. 8 (1907), S. 311. 

*) Genauer: Man beweist mit Hilfe des Bernoullischen Theorems, daB bei wachsen- 
der Zahl der Urnenscharen in der Gesamtheit die Differenz von ©* (X) und der rechten 
Seite von (3) mit beliebig groBer Wahrscheinlichkeit beliebig klein wird. 
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so ist zunachst nach (1) und (2) 


(7) S p(a)dx=1, 
(8 f o(a)adz=a. 


Ferner erhalten wir aus (3) bei Beschrinkung auf Glieder von erster 


Ordnung in Lt 
V 


= ee 
(9 P(2)=9+H e+ H 5 (4). 


Bezeichnen wir also mit m(z,1) die nach + Umlegungen im Mittel 
vorhandene Funktion, so ist 


6@ a : 
0) J—~—=—pmp+—(ze—a). 
(1 N > = 9 ag (@ et) 


Hier kénnen wir noch setzen: 


(11) w=, 
(12) © t+, 
a 

é \ l f 1 
(13) p(z)=—y(z)=—2(0), 
so daB nach (7) und (8) gilt: 
(14) fw(z)dz=1; Sx(Q)dt=1. 
(15) S w(z)zdz=1; Sx(t)tdt=0. 
Dann hat man 

. 0 0 P 
(16) += vy +5* (2-1) 
oder 

7) Ox = 2 
(17) 5 = 7 (ER) 


Wenn eine fiir ¢=-t oo verschwindende Funktion anfangs (14) ge- 


niigt, so wird nach (17) | 2¥.d¢—0, also (14) auch weiterhin befriedigt. 





Ebenso ist 2 {exae =fe *. (Cz)df= —fex df. Wenn also (15) an- 
fangs erfiillt ist, so ist das auch weiterhin der Fall. 

Wir setzen nun 7(¢,0)=y,(¢) und erhalten durch Integration 
von (17) 


(18) x= etx (Let). 
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Denkt man sich also den Zustand der Urnenschar durch eine Vertei- 
lungskurve charakterisiert, deren Abszisse ¢‘) und deren Ordinate 7°) ist, 
so kann man sagen: 


Die Verteilungskurve einer Schar bleibt sich dhnlich. Die spdteren 
Kurven gehen aus den friiheren hervor durch Kompression der Ebene 
gegen die Ordinatenachse und Dehnung im selben Mafstabe von der 
Abszissenachse weg. 

Eine so deformierte Kurve wird sich der Ordinatenachse immer enger 
anschlieBen, d. h. die Verteilung Jer Gleichverteilung zustreben. Obwohl 
sich also das Maximum immer mehr der Ordinatenachse nahert, braucht 
doch auf dieser selbst kein Maximum vorhanden zu sein. Ja, wenn die 
Kurve anfangs auf ihr ein Minimum (eine Einstiilpung) besitzt, wird sich 
dieses dort dauernd erhalten. 

Die Irreversibilitat der Veriainderung findet auch in dem Verhalten 


des Mittelwertes ¢* ihren Ausdruck. Nach (18) ist 


(19) C == e078 
oder 

‘i. 
(20) t=-In=. 


Es darf nicht vergessen werden, daB die Funktionen ¢, y, x nur 
durch Mittelwertsbildung iiber Gesamtheiten von sehr vielen Urnenscharen 
gewonnen sind. Je gréBer ¢ ist, desto mehr Scharen miissen zur Mittel- 
wertsbildung herangezogen werden. Umgekehrt, halt man die Zahl der 
Urnenscharen fest und l48t ¢ unbegrenzt wachsen, so wird man auch wie- 
der einmal die anfangliche Verteilungsfunktion antreffen. 


Géttingen, den 5. Dezember 1919. 


*) Die Abweichung vom Normalinhalt, diesen als Einheit gesetzt. 
5) Die Dichte der relativen Hiufigkeit. 


(Angenommen 5. Dezember 1919.) 


Uber die Singularititen algebraischer Gebilde. 
Von 


Werner Schmeidler in Géttingen. 


Einleitunz. 


Der Begriff der singuliren Punkte einer algebraischen Kurve oder 
Flache wird in der vorliegenden Arbeit auf einen beliebigen (unhomogen 
geschriebenen) Modul und damit auf ein beliebiges algebraisches Gebilde 
im Raume von mehreren Dimensionen iibertragen'). Nun hangt der 
Charakter einer Singularitét natiirlich wesentlich ab von den Transfor- 
mationen des Raumes bzw. der betreffenden Mannigfaltigkeit, die man als 
zulaissig ansieht. Wahrend die allgemeinsten, auf einer ebenen algebraischen 
Kurve birationalen Transformationen jeden singuliren Punkt in gewéhn- 
liche Doppelpunkte aufzulésen gestatten, die Besonderheit der Singularitat 
also véllig aufheben, sind gegeniiber allgemeinen linearen Transformationen 
gewisse von M. Noether und anderen studierte charakteristische Zahlen*) 
invariant. 

Hier werden nun solche Transformationen zugrunde gelegt, die fiir 
das betreffende Gebilde wmkehrbar ganz rational, also im Endlichen ein- 
deutig sind. Dadurch geht, wie in § 1 gezeigt wird, der Modul in einen 
anderen iiber, dessen Restgruppe zu der des gegebenen isomorph ist (Satz 1), 
womit die ganze Untersuchung auf die Theorie der Restgruppen zuriick- 
gefiihrt wird. Es wird namlich weiterhin gezeigt, daB auch die Restgruppe 
des zur Charakterisierung der Singularititen dienenden Moduls bei den 
genannten Transformationen in eine isomorphe Restgruppe iibergeht, so 
da8 in einem wohlbestimmten Sinne diese selbst der gegebenen Restgruppe 


) Vgl. fiir Primmoduln und das kleinste gemeinsame Vielfache von Primmoduln 
derselben Mannigfaltigkeit bereits Macaulay, The algebraic Theory of Modular Systems 
‘Cambridge Tracts 19 (1916), 112 8.j, S. 34. 

*) Vgl. z. B. Brill-Noether, Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funk- 
tionen in flterer und neuerer Zeit [Jehresberichte der Deutschen Mathematikerver- 
einigung 3 (1894), S. 109—566], S. 367—402. 
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als Invariante zugeordnet werden kann. Dieses Ergebnis erscheint auch 
vom Standpunkt der abstrakten Theorie der Restgruppen aus als be- 
merkenswert; es gilt auch bei Beschrinkung des Koeffizientenbereiches 
auf einen beliebigen Kérper, wenn dieser nur unendlich viele Konstanten 
enthalt, insbesondere also z. B. fiir den Bereich aller reellen Zahlen. Es 
kann ferner noch dahin verfeinert werden, daB die singuliren Punkte in 
endlich viele verschiedene Klassen eingeteilt werden, so daB die Restgruppen 
der Moduln der Punkte einer Klasse, die sogenannten,,Singularitatengruppen“, 
einzeln isomorph bleiben (Satz III). So scheiden sich z. B. bei einer Raum- 
kurve im dreidimensionalen Raum die singulaéren Punkte, die auch fiir jede 
hindurchgehende Flache singular sind, von denen, fiir die dies nicht der 
Fall ist. Weiterhin wird gezeigt, da8 fiir eine reduzible Restgruppe 
(vgl. hierzu wie iiberhaupt beziiglich des Begriffes der Restgruppe meine 
Arbeit Uber Moduln und Gruppen hyperkomplexer Groen { Math. Zeitschr. 
3 (1918), S. 29—42]) auch die Singularitatengruppen in die beziiglichen 
Bestandteile reduzibel werden (Satz IV). — In § 2 wird gezeigt, was die 
Isomorphie der Singularitatengruppen bei \eingliedrigen Moduln fiir die 
geometrische Gestalt der Umgebung entsprechender isolierter Singularitaten 
zur Folge hat: Die Bestandteile niedrigster Ordnung haben denselben Grad 
und linear verwandte Scharen der ersten Polaren (Satz V), so daB z. B. bei 
ebenen Kurven die Vielfachheit des Punktes, die Anzahl der verschiedenen 
Tangenten und die Vielfachheit einer jeden invariant ist. 


An Hilfsmitteln gebrauche ich auBer dem Begriffe der Restgruppe 
den Laskerschen Zerlegungssatz eines Moduls in primare Moduln (E. Lasker, 
Zur Theorie der Moduln und Ideale {| Math. Ann. 60 (1905), 8. 20—115]) 
in seiner Ausdehnung auf einen beliebigen Kérper als Koeffizientenbereich 
(vgl. eine demnachst erscheinende Arbeit von E. Noether). 


§ 1. 
Die Singularitatengruppen. 

Satz I. Zwei Moduln M=—M(z,,..., z,,) und R= MN iy,,..., y,) 
mit Koeffizienten in einem festen Korper P haben dann und nur dann 
isomorphe Resigruppen, wenn es Polynome /,(z)=[;(2,,---,%,) und 
9;(Y) = 9;(Yys «+> Ya) a ? ae “f gibt, so daf fiir die Restklassen y,, ..., X,, 
bzw. ,,.--, 0, VON %,,...,%,, bzw. y,,..., y, mod M bzw. mod N die 
Gleichungen gelten: 

(1) M(g(y))=0, N(fi(r))=0, 


(2) fig(o)=9;, 9:(f(z)) =x. 
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Dabei bedeutet M (x)= M(x,, ..., z,,) ein beliebiges Polynom aus M, 
N(y)=N(y,,..-, y,) etm beliebiges Polynom aus %. 

1. Die Restgruppen YM und $ von Yi und ® seien isomorph. Dann 


gibt es gewisse GréBen aus 8, die den GréBen x,,...,x,, von AW m- 
geordnet sind, und die als ganze rationale Funktionen von y,,..., 9, mit 
J, (0), --+» Gm (9) bezeichnet werden mégen. Entsprechend seien die GréBen 


aus YU, die den GroBen y,,..., y,, von B zugeordnet sind, mit f, (rz), ..., 
f(z) bezeichnet. Dann gelten wegen M(r)=0 und N(»)= 0, weil die 
Zuordnung isomorph sein soll, auch die Gleichungen (1). Weil ferner die 
Zuordnung umkehrbar eindeutig ist, so sind die beiden GroBen /;(g(y)) 
und 9,;, die beide der GréBe f(r) entsprechen, einander gleich, und analog 
die GréBen g;(f(r)) und z;. Daraus folgen die Relationen (2). 

2. Es bestehen die Relationen (1) und (2) fiir gewisse Polynome f 
und g. Dann ordnen wir die Restklassen x; und g,(y) einander zu und 
beziehen dadurch die Gruppe % auf die durch g,{y) erzeugte Untergruppe 
von 8. Diese ist aber mit B identisch, da wegen der ersten Gleichung 
von (2) auch die GréBe y;, also jede GréBe von 8 dazu gehért. Ferner 
gilt jede Relation zwischen den GroBen 1,,...,7,, auch fiir die zu- 
geordneten GréBen, da ja nach (1) aus M(r)—0 auch M(g(y))= 
folgt. Ist umgekehrt F(g(y))=0 eine Relation zwischen den GréSen 
9, (0), ---» Gm(9), 80 folgt aus der zweiten Gleichung von (1) auch 
F (g(f(x))) = 6. Andererseits ist der zweiten Gleichung von (2) wegen 
F (g(f(x))) = F(x), und daher auch F(y)=—0. Hieraus ergibt sich aber 
unmittelbar die Isomorphie’*). 

Zur Definition der singuldren Punkte eines Moduls M(z,, . 
verfahren wir nun folgendermaBen: 

Es sei r eine positive ganze Zahl <_m. Dann betrachten wir irgend 
r Polynome M,,...,M,, die zu M gehéren, und bilden eine r-reihige 
Determinante der Form 


ove Be) 


oM, HM, | 
Om, eee oar, | 
(3) D, a eee ee ee = 
aM, oM, 
wobei v,,..., ”,, ingend r Indizes der Reihe 1, ..., m bedeuten. 


3) Mit Hilfe des Hilbertschen Endlichkeitssatzes der Modulbasis laBt sich die 
lsomorphie auch unter der allgemeineren Voraussetzung beweisen, daB nur die Existenz 
von Polynomen f;, 9;, hj, k; bekannt ist, fiir die die Relationen M (g(y)) = 0, f;(g(»)) = yy 
und N (h(r))=0, &(h(r)) =x gelten. Vgl. zum Beweise die analoge SchluBweise in 
der Arbeit Noether-Schmeidler, Moduln in nicht kommutativen Bereichen, insbesondere 
aus Differential- und Differenzenausdriicken [Mathematische Zeitschrift 8 (1920), § 9. 
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Indem wir nun alle diese Determinanten zu Jt hinzufiigen und dar- 
aus den kleinsten umfassenden Modul bilden, erhalten wir einen Teiler 
von I, denen Koeffizienten dem Kérper P angehéren und den wir mit 


(4) M, = (M, D,) 
bezeichnen wollen. Wir setzen ferner J{,—1. Es wird dann W,_, ein 
Teiler von M,. (lor<sm). 

Sind die Polynome F,,..., F, eine Basis von I, so geniigt es, um 


M, zu erhalten, alle Determinanten (3) in den Modul aufzunehmen, die 
mit irgendwelchen r Polynomen F gebildet sind. Denn wegen 

















aM __ éaF. oF, 3 
Sar = Ariz t+: + Ag (®) fiir M=A,F,+...+A,F, 
wird die Matrix 
aM, aM, oF,  aF, 
Oar, °” Otvr A,, A,, Ozr, OZy, 
oe eseces = Cer ieweae Terrier. t (De) 
om, oM, OF, OF; 
Tan, ** Bam 4,1-+-An] \Ge0* Gen 


in dem Sinne, daB die Differenz zweier entsprechender Elemente rechts 
und links zu M9 gehért. Bildet man nun nach bekannten Determinanten- 
satzen die Determinante rechts und links, so findet man fiir r > k rechts 
0, also M, — M,, fiir r << k eine Summe von Produkten von Determinanten 
aus der ersten und zweiten Matrix rechts, dazu eine zu Wt gehdrende 
Funktion, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Beispiel 1. M—M(z, y) = (F(z, y)) sei ein Kurvenmodul in der 
Ebene. Dann ist M,—M, M,—(F, F,, F,) ein Modul, dessen Null- 
stellen die singularen Punkte der Kurve F = 0 sind. 

Beispiel 2. M—M(z, y, z) = (F(z, y, z)) sei ein Flachenmodul 
im Raume. Es wird M,—=M,— MN, M, —(F, F,, F,, F,) ein Modul, 
dessen Nullstellen die singularen Stellen der Flache sind. — Allgemeiner 
gilt Entsprechendes fiir jeden eingliedrigen Modul in einem Raume von 
beliebig vielen Dimensionen. 

Beispiel 38> M—M(z, y,z)—(F,G@) sei ein Kurvenmodul im 
Raume. Es wird It, — M, ferner 


F.Fy| |FeF:| |F,Fe| 
M, = (F,G, G, G,|’ |\G,G,|’ |G, @, 




















ein Modul, dessen Nullstellen die singularen Punkte der Kurve F = 0, 
G=0 sind. Endlich wird 


MN, = (F,G, F,, F,, F,, G,, G,, @,) 
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ein Modul, dessen Nullstellen diejenigen singuliéren Punkce der Kurve 
F=0,G=0 sind, die auch fiir jede Flache durch die Kurve, die zum 
Modul gehért, singulire Stellen sind. 


Definition: Es sei 0 <m der gropte Wert, fiir den der Modul M, 
ein echter Teiler von MN ist. Dann heifen die Nullstellen von M, singu- 
lére Punkte von IM, und zwar insbesondere solche Nullstellen von M. 
(l1<r<oeo), die nicht Nullstellen von M,., sind, singuldre Punkte 
r- ter Art. 


Satz II. Jst M—M(-z,,..., z,,) ein Primmodul der Mannigfaltig- 








keit d, so ist My=...=Mn-a4i= WM, Mn-a+ M, aleo o=—=m—d. 
Ist nimlich F,,..., F, eine Basis von Wt, so hat die Matrix 
LA 
ba, “** dt 
7, oh 
On, °° Iam 


nach bekannten Satzen in jeder Nullstelle von 9% den Rang <m-—d, 
in gewissen Nullstellen genau den Rang m—d, so daB nicht alle 
Determinanten D,,4 zu I gehéren. Dagegen verschwindet jede Deter- 
minante D,,-4¢;: in allen Nullstellen von It, gehért also zum Modul, 
da St ein Primmodul sein sollte. — Der Satz gestattet eine leichte Ver- 
allgemeinerung auf solche Moduln, die kleinstes gemeinsames Vielfaches 
von mehreren Primmoduln der gleichen Mannigfaltigkeit sind. Dagegen 
1aBt er sich nicht auf solche Moduln ausdehnen, die Gebilde verschiedener 
Mannigfaltigkeit umfassen. So ist fiir It = (za, zy) das Gebilde der Null- 
stellen die Ebene z= 0 und die Gerade = y = 0, also die Mannigfaltig- 
keit d= 2, dagegen My—ai1 = M, = (z?, zz, zy) + M. 

Uber die singuliren Stellen r-ter Art sei im Anschlu8 daran noch 
folgendes festgestellt: Es gibt nach Definition fiir einen solchen Punkt r — 1 
Polynome M,,..., M,-1 in M, so daB eine bestimmte Funktionaldetermi- 
nante La dort nicht verschwindet. Dann hat das durch M, = 0, 


M,-,=0 dargestellte Gebilde die Mannigfaltigkeit m—r-+1 und in 
dem betreffenden Punkte eine ,,beriihrende“ lineare Mannigfaltigkeit der- 
selben Dimension, also einen regulizen Punkt. Es gibt also ein Vielfaches 
von I von der Mannigfaltigkett m—r-+-1, dessen Gebilde in einem 
singuldren Punkte r-ter Art von IM einen reguldren Punkt hat. So gibt 
es durch einen singuléren Punkt zweiter Art einer Raumkurve eine Flache, 
die zum Modul gehért und dort regular ist, wahrend dies fiir die singu- 
laren Punkte erster Art nicht zutrifft, weil dort fiir jedes Polynom des 
Moduls alle Ableitungen verschwinden. Als Beispiel sei etwa Mt = (xy, xz, yz) 
15* 
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betrachtet, fiir den der Nullpunkt ein singulairer Punkt erster Art ist; 
Beispiele fiir singulire Punkte zweiter Art bietet jede ebene Kurve mit 
singuléren Punkten, wenn sie als Raumkurve aufgefaBt wird, aber auch 
die Schnittkurve zweier sich beriihrender Flachen zweiter Ordnung usw. 

Ihr eigentliches Intcresse gewinnt nun die Definition der singularen 
Punkte in der obigen Allgemeinheit erst durch den 

Satz III: Haben zwei Moduln M(z,,...,z,,) und R(y,,---, Yn) 
der gleichen Variablenzahl mit Koeffizienten in P isomorphe Restgruppen, 
so sind auch die Restgruppen der entsprechenden Teiler M, und N, 
(Lr Se) tsomorph. 

Zum Beweise seien /;(z,,..., %,,) und g,(y,,..., y,.) (¢=1,..., m) 
die Polynome der Substitutionen, die nach Satz I den Ubergang von It 
zu N vermitteln. Ferner sei 7’ (y,,..., y,,) eime der Determinante (3) 
entsprechende Determinante fiir ®,. Dann geniigt es nach Satz I fiir 
die Isomorphie der Restgruppen Y%, und 8, von Mt, und N,, zu zeigen, daB 
Th (fi»-++> fy) = O(M,) 
D,(915 + +++ Im) = 9(R,) 
ist. Wir beweisen nur die Behauptung (5), da der Beweis der zweiten 
Behauptung ganz entsprechend verlauft. 

Es sei N(y) = N(y,,.--, y,,) ingendein Polynom aus ®; dann ist 


(5) 


nach Satz I 
N(f)=M 
ein Polynom von J. Daher ist 
aN af, ON afm aM = 
Of, oa, + °° taf tn, = Om (#=1,..., m). 


Wir haben daher fiir r Polynome N,,..., NW, und die zugehérigen Poly- 
nome M,,..., M, die Matrizengleichung 


oN, oN, of, ah aM, aM, 














TA cee fe dz, ese Olen Gz, eee 0am 
oN, ON, ofm fm aM, oM, 
of, °°" Oe oe," Dae oz, *** Vee 


Bildet man jetzt irgendeine r-reihige Determinante D, der Matrix 
rechter Hand, so erhailt man linker Hand eine lineare Verbindung von 
Determinanten 7’ (/,, ..., f,,), deren Koeffizienten r-reihige Unterdetermi- 


nanten der Funktionaldeterminante KS 
2] 


(=) solche Gleichungen fiir die (™) Funktionen T| (f), deren Koeffizienten- 





sind. Im ganzen bekommt man 


determinante nach bekannten Satzen eine Potenz von aft , etwa die j-te, 
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ist. Man erhalt daher nach diesen Gleichungen durch Multiplikation mit 
gewissen Polynomen und Addition 


bb) T,(fys-++» fa)*| 


fiir jede Determinante 7’. Um nun hieraus die Kongruenz (5) schlieBen 
zu kénnen, bedarf es noch gewisser Festsetzungen iiber die Polynome f, 
und g,. 

Diese sind namlich durch unsere bisherigen Festsetzungen noch nicht 
eindeutig bestimmt, sondern nur ihre Restklassen mod Jt bzw. mod%, 
sollen nun aber noch genauer festgelegt werden. Wir behaupten namlich 
den folgenden 


he “=0(M,) 
) Xj | 


o 


Hilfssatz I. Die Polynome f,(x) der Ubergangssubstitutionen von IN 
zu MN lassen sich so bestimmen, daB die Funktionaldeterminante #4 


an endlich vielen beliebig vorgeschriebenen Nulistellen von M stets von 
Null verschieden ist. Entsprechendes gili von den Polynomen g;(y). 


Es sei «,,..., «,, eine Nullstelle von Jt. Setzen wir 


(7) f,(«) = B,, 

so ist wegen (2) auch g,(f)=«,, und wegen (1) ist N(f8)=0 fiir jedes 
N aus ®. Die beiden Nullstellen « und # von Xt und N sind also um- 
kehrbar eindeutig einander zugeordnet. Wir entwickeln jetzt die Poly- 


nome f;(z) nach Potenzen von z; — «; und bezeichnen mit A die Matrix 
af der Koefffzienten der linearen Bestandteile. Wegen (2) gehért 
das Polynom 

z; — 9; (fi> oe | me M; 
zu Wi. 

Aus dieser Gleichung folgt durch Differentiation nach z-: 
0g Of, OM, 
d, cia te, 


ij Med Of, 02; 02; 
k 


und daraus folgt wegen (7) durch Einfiihrung des Wertsystems «,, ..., « 
wenn wir mit B die Matrix (ZaeCy) 
Ome 


m? 


_ bezeichnen, daB die Matrix 


f 


(8 E—BA=U 
die Koeffizientenmatrix der linearen Bestandteile der nach Potenzen von 
x, — «, umgeordneten Polynome M;, ist. Wir wahlen nun eine Zahl / so, 


daB die Determinanten |A+AH\| und |H+AB! beide von Null ver- 
schieden sind. Dann ist |A + 4(2+4B)~'U| +0, weil nach (8) 


|A+4BA+AiU|=|A+AE), 


also nach Voraussetzung + 0 ist. Hieraus folgt, falls jetzt F,,..., F, eine 
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Basis von WM bilden, die Existenz von gewissen Konstanten ¢,,, so daB 
die Determinante der Koeffizienten der linearen Bestandteile von 


0 (f+ em Fr) 
“ 


Oz; | 











f,+ m C;.F,, also die Determinante 
a 


a 


an der Stelle 


1s +++) @,,, von Null verschieden ist. 
Sind niin mehrere solche Stellen (a) vorgegeben, so laBt sich fiir jede 
ein entsprechendes System von Konstanten c bestimmen; anders ausge- 


| (7 +) em F.)| 


driickt: Die Funktionen | —— 


| Q x | 
man fiir z,, ..., %,, die betreffenden Werte «,, ..., «,, einsetzt, verschwinden 
simtlich nicht identisch. Es gibt daher nach einem bekannten Satze ein 
Werisystem c;, im Korper P, fiir das saimtliche Funktionen + 0 sind. 


Bezeichnet man nun f, +>, Gp F,, fiir dieses Wertsystem selbst mit /,, 
s 

so ist die Determinante Ea an samtlichen vorgeschriebenen Stellen + 0 

und der Hilfssatz ist zur ersten Hilfte bewiesen. Da man aber auf analoge 

Weise und unabhiangig von der Bestimmung der /, auch die Polynome g, 

durch andere Polynome derselben Restklassen ersetzen kann, so daB die 

entsprechende Aussage gilt, so gilt der Hilfssatz ganz. 

Um nun mit seiner Hilfe den Satz III zu beweisen, wenden wir auf 
den Modul MM, die Laskersche Zerlegung in primare Moduln an, wonach 
M, kleinstes gemeinsames Vielfaches von endlich vielen primaren Moduln 
mit Koeffizienten in P ist‘). Zu jedem dieser Teiler gehért ein irredu- 
zibles Gebilde, deren Gesamtheit das Gebilde von Yt, ausmacht®). Wir 
wihlen nun auf jedem irreduziblen Gebilde einen Punkt und bestimmen 


die Funktionen f, nach Hilfssatz I so, daB Ea in keinem dieser Punkte 
i) 





von ¢,,, die entstehen, indem 


verschwindet. Dann gilt dasselbe von Far keine Potenz dieses Poly- 


noms gehért also zu einem der Primarteiler von M ,- Weil nun nach (6) 
das Produkt T, (f)| 32" zu M,, also zu jedem priméren Teiler gehért, 


so mu8 nach der Definition der primaren Moduln der Faktor 7,(/) zu 
jedem dieser Teiler, also zu Mt, selbst gehéren, womit die Behauptung (5) 
und damit Satz III bewiesen ist. 


Der Satz kann auch so aufgefaBt werden, daB die Restgruppen 


*) Ein Primarmodul ist ein solcher, fiir den ein Produkt von zwei Polynomen, 
die beide == 0 sind, nur dann = 0 sein kann, wenn fiir beide eine Potenz = 0 ist. 

®) Sollte keine Nullstelle von MM, existieren, also M,=1 sein, so ist die Be- 
hauptung (5) trivial. 
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W,,---» MU, der Moduln Mi,,..., M, der Restgruppe MW in bezug auf die 
Variablenzahl m zugeordnet sind; sie bilden eine Kette von wohlibestimmten, 
ineinander geschachtelten Untergruppen von %, die wegen ihrer Beziehung 
zu den Singularitéten von IN die ,,Singularitdtengruppen von A in bezug 
auf m“ heiBen mégen. 


Zur Vereinfachung der Berechnung der Singularitétengruppen dient 
der folgende 


Satz IV. Ist die Restgruppe C= UA+B, so gilt fiir die Singu- 
laritatengruppen U,, B,, C, im bezug auf m die Beziehung €, = A, + B.. 

Sind M, N, R die zu A, B, C gehdrenden Modula, so ist R = (M, RN} 
(vgl. Satz III meiner in der Einleitung genannten Arbeit), und die Mo- 
duln I und M sind teilerfremd. Es besteht daher eine Relation M,;+ N,=1, 
wobei M, zu M, N, ma N gehért. 

Es sei ferner F,,..., F, eine Basis von MW, G,,..., G, eine Basis 
von ®. Dann ist nach einem bekannten Satze F,G,,..., F,G, eine 
Basis von R. Fiir jedes r< m bilden also F,G; und die r- wahigin De- 











é( ;) | 
terminanten | ore) eine Basis von ,. aabinenidiin bilden die Polynome 
0 é || eG, : . , 
F, aG, ' oF, | - Fi, | eG; |, FG, eine Basis von [M,, R,]. Hier- 
Ox, 02, | ? oz,, || Oxy, et f , 








aus folgt zunachst KR, = 0[M,, R,]. 


In der Tat kann man in der Entwicklung der Determinante 





ce = Fig. + sia die Glieder, bei denen nur der vordere 
Summand jedes Elenente berticksichtigt ist, als Vielfaches von F, i. 


"; ' 
ebenso diejenigen, bei denen nur der hintere Summand beriicksichtigt ist, 


als Vielfaches von @,| $+ auBer Betracht lassen. Die iibrigen Glieder 


enthalten aber simtlich mindestens einen Faktor F und einen Faktor G, 
sind also ebenfalls = 0[M,, N,]}. 


Wir haben nun noch umgekehrt [I,, N pac be O(R,) zu zeigen. Aus 
der Relation der Teilerfremdheit M,-+ N, =1 folgt fiir jedes N = 0(%) 
(9) ae ED . 9 es ote we See, 


= 0 
Cz; Ox, Oz; Ox; OD; 


Bildet man nun F, | 2S und setzt fiir jedes Element den Ausdruck (9) 
») | 


ein, so wird das Resultat = P,|° |, also =0(R,). Ebenso wird 
oF, : 
Gite : 


s Inevne b 
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Entsprechend behandeln wir das Produkt Of || 6G) | indem wir 


|x, || ox, | 
4 “a 
neben ({) die entsprechende Relation fiir irgendein M = 0(9N) benutzen: 
OM MMe) _ yg 9 Ne yg OM — MN) (gy 
CLn OLu Ou OXu OZu : 
Jede Determinante wird dann = 20s) (M) bew. = | o! 2%) (MN), das 
| ‘ : is | 
Produkt also = 0(R,). " + i 


Hiermit ist Satz IV bewiesen. 


o 


Folgerungen und Beispiele. 


Der vorliegende Paragraph soll vor allem von dem Fall eingliedriger 
Moduln, speziell von ebenen Kurven handeln. Vorher zeigen wir noch 
allgemein den 


Hilfssatz Il. Ist «,,...,a,, eine Nullstelle des Moduls § (z,,..., s..) 
in einem algebraisch abgeschlossenen Bereich P und ordnet man alle Poly- 
nome von JY nach x,— «a; um, wobei der niedrigste auftretende Unter- 
grad") k>2 ist, so ist jedes System f, von allen Unterformen x-ten 
Grades von §% linear verwandt mit dem entsprechenden System ©, eines 
Moduls D(y,,.--, y,,) derselben Variablenzahl und tsomorpher Restgruppe, 
gebildet fiir die entsprechende Nullstelle B,,...,8,,. Ist @,,...,&,, und 
daher auch B,,..., ,, eine isolierte Nullstelle, so gilt der Saiz auch fiir 
k=1 und x =1. 

Zum Beweise sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit «,; = 0, 8 
Dann ist fiir die Ubergangssubstitutionen f, und g, nach (2) 


=), 


2 — 9(f»---> fa) = P 
zu 8 gehdrig; also sind fiir k > 2 die linearen Bestandteile links = 0. 
Daraus folgt fiir die Matrizen A und B dieser Bestandteile Z = BA. 
Nun ist nach (1) $(g,....,g,,) 21 02 gehérig; also entsteht durch lineare 
Substitution mit der Matrix B aus jeder Form von §, eine solche von 0, 
und durch die reziproke Substitution aus jeder Form von ©, eine solche 
von §,. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Ist jetzt k=—1 und «,, ..., a,, eine isolierte Nullstelle, so sei zunichst 
die Restgruppe von  entweder selbst von endlicher Ordnung (also § ein 
Punktmodul) oder reduzibel in zwei Bestandteile, deren einer von end- 
licher Ordnung ist und zu der Nullstelle «,,...,«,, gehért. Fiigt man 


*) D. h. der Grad des niedrigsten homogenen Bestandteils. Diesen selbst be- 
zeichnen wir als die ,Unterform“. 





ee 
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die Haupteinheit des zweiten Bestandteils dem Modul § hinzu, so erhalt 
man den zugehérigen primaren Punktmodul. Daher gibt es in diesem Falle 
ein Polynom A, das im Punkte «,,...,a,, verschwindet, so daB (%, A) 
eine endliche Restgruppe hat. Ist wieder «;—0, so ist der Untergrad 
von A mindestens 1, und ferner gibt es nach dem Gesagten ein Poly- 
nom A’, so dab 

(10) A+A’=1(§), 

(11) AA’ =0(§) 


ist. Nach (10) hat A’ das konstante Glied 1, also AA’ dieselbe Unter- 
form wie A, die also nach (11) zu §, gehért. Die Anzahl der linear 
unabhangigen Formen von §, ist daher dieselbe auch fiir den Modul (8, A), 
und Entsprechendes gilt fiir O, in bezug auf einen analog gebildeten 
Modul (O, B), dessen Restgruppe zu der von-(8, A) erzeugten endlichen 
irreduziblen Gruppe isomorph ist. Fiir eine solche ist aber die fragliche 
Anzahl = m—r1,, wo 1, die erste Hilbertsche Invariante der Gruppe ist”). 
Beide Anzahlen stimmen also iiberein und der Beweis ist erbracht. — 
Im allgemeinen Falle betrachtet man 4hnlich einen geeigneten Teiler 
(%, A), wodurch die Mannigfaltigkeit des Gebildes von um 1 erniedrigt 
und der Satz durch Induktion auf den soeben erledigten Fall des Punkt- 
moduls zuriickgefiihrt wird. 


Satz V. Ist Mt —(M (z,,...,%,,)) ein eingliedriger Modul, fiir den 
+++) @,, eine k-fache isolierte Singularitdt ist, ist ferner nach homo- 
genen Bestandteilen von x; — a; geordnet 

M = M,+ Misit..., 
so ist fiir jeden eingliedrigen Modul N=(N(y,,..., y,,)) derselben 
Variablenzahl, dessen Singularitatengruppe zu der von IN isomorph ist, 


die zu M, entsprechende Form N,, von demselben Grade k und hat eine 
linear verwandte Schar der ersten Polaren. 


a 


Zunichst ist wegen der Eingliedrigkeit 9 —1, so daB nur eine Singu- 
laritatengruppe in Frage kommt. Infolge der Isomorphie von It, und %, 
sind die singularen Punkte von Yt und ¥ einander zugeordnet. Wir be- 
trachten zwei isolierte Singularititen, die wir ohne Beschrinkung der 
Allgemeinheit in den Nullpunkt des z- bzw. y-Raumes legen. 

Ist jetzt erstens k > 2, so ist fiir M, der kleinste Untergrad > 2, 
also nach Hilfssatz Il das durch ™, ee 2% linear erzeugte System 
linear verwandt mit dem entsprechenden System von 9,. Hieraus folgt 


die Invarianz von k und die Behauptung des Satzes. 


ms ”) Vel. meine Arbeit Zur Theorie der primiren Punktmoduln 'Mathematische 
Annalen 79 (1918), S. 56-75], Satz ITI. 
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Ist aber k= 2, so ist nach Hilfssatz II der Rang von M, invariant, 
da er gleich der Anzahl der linear unabhingigen linearen Unterformen 
von WM, ist. 

Insbesondere ergibt sich fiir m—2, wenn man in der Zerlegung 
von M, in irreduzible Faktoren die Exponenten als Vielfachheiten der 
betreffenden Tangente bezeichnet: 

Sind fiir zwei ebene Kurven die Singularitdtengruppen isomorph, 
so stimmt in je zwei zugeordneten singuldren Punkten die Vielfachheit 
der Punkte, die Anzahl der verschiedenen Tangenten und die Vielfach- 
heit einer jeden entsprechend tiberein. 

Insbesondere gilt dies nach Satz III auch, wenn die Restgruppen der 
beiden Kurven selbst isomorph sind. Das Verhalten der weiteren, von 
M. Noether zur Charakterisierung der Singularitaten eingefiihrten Vielfach- 
heitsanzahlen zur Singularitétengruppe mag einer spateren Untersuchung 
vorbehalten bleiben. Als einfache Folgerung von Satz V sei hier z. B. 
erwahnt, da8 ein nicht zerfallender Kegelschnitt, eine Kurve 3. Ordnung 
mit Doppelpunkt im Endlichen und eine Kurve 3. Ordnung mit Spitze 
im Endlichen je Restgruppen erzeugen, die nicht isomorph sein kénnen, 
da8 also, trotzdem alle drei Kurven rational sind, keine beiderseits ganz 
rationale Abbildung von einer auf die andere existiert. 


(Angenommen 25. 1. 1920.) 
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* : . , g(z)+rtr(z) 
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problems. 
Teil I. 
Die Problemstellungen und Satze der Abhandlung, von der hier der 
erste Teil vorgelegt wird — zwei weitere kiirzere werden spiter erschei- 
nen — sind aus einer Erweiterung und Fortfiihrung der Stieltjesschen 


Theorie*) hervorgegangen. Indessen hat der Verfasser seine Darstellung 
nicht unmittelbar an die Stieltjessche Arbeit angeschlossen und auch deren 
Kenntnis nicht vorausgesetzt; er hat vielmehr Wert darauf gelegt, nicht 
nur dem genauen Kenner der Theorie der Kettenbriiche, sondern jedem 
Mathematiker verstandlich zu sein. Im iibrigen findet der Leser in der 
Einleitung eine Zusammenstellung der Stieltjesschen Saitze mit den Er- 
gebnissen der vorliegenden Arbeit. 


Einleitung. 
I. Die Stieltjessche Theorie. 


1. Die Stieltjessche Abhandlung ist dem Studium der Kettenbriiche 
von der Gestalt 
1 
(1) 8(s)=— 1 
tied a, + a5 


az+- 


a+. 


*) T. J. Stieltjes, ,Recherches sur les fractions continues“, Ann. de la fac. des 
sc. de Toulouse 8 (1894), S. J. 1-122, 9 (1895), S. A. 1—47 (im folgenden kurz mit 
Stieltjes 8 und 9 zitiert). 
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gewidmet. Bildet man mit Hilfe der Rekursionsformeln, die aus dem 


Kettenbruch S(z) hervorgehen*), seinen Naherungsbruch m-ter Ordnung 


aes , 8o ergibt sich unmittelbar aus der Gestalt dieser Rekursionsformeln, 


daB Zahler und Nenner des Naherungsbruches Polynome in z sind, und 
zwar sind P;,(z) und P:,_;(z) Polynome vom Grade n — 1, Qe,(z) und 
Q:n-1(2) Polynome vom Grade n. AuBerdem ist 


Qen-1(0) = 0, Po_-1(0) = 1, Qen(0) = 1. 





Der Naherungsbruch a) la8t sich ferner in eine Potenzreihe 
9 Pa(z)_ oo _ oe og 
(3) ac 2. 


entwickeln, die fiir alle Werte von z von hinreichend groBem absoluten 
Betrage konvergiert. 

Vergleicht man die Potenzreihenentwicklung zweier verschiedener 
Pu +p (2) Pu (2) . . - . 
Geyp(z) U4 G(s)? ergibt sich fiir alle p> 0, sowie 


fir y=0,1,...,m—1 





Naherungsbriiche 


(m, (m + p) 
cs y= ¢, P 


Daher gelingt es, dem Kettenbruch S(z) eine Potenzreihe der Form 


(1 ¢ Cc, ¢ 
(3) g(t) =%-4458-... 
zuzuordnen, die mit dem Kettenbruch S§(z) durch die Beziehungen 
(4) c, = o™ (fir »=—0,1,...,m—1) 


verkniipft ist*). 

Uber die Konvergenzeigenschaften der so gewonnenen Potenzreihe 
lassen sich keine allgemeinen Aussagen machen. Im Gegenteil zeigt sich, 
da8 im allgemeinsten Falle die Potenzreihe fiir jeden Wert von z von noch 
so groBem absoluten Betrage divergiert. 

Bildet man aus den Koeffizienten c, der Potenzreihe (3) die Hankelschen 
Determinanten 


| ? 
| @> Cry +++ Cm—t C,, Ca, s+, ©, | 
| | 
| Gy, Cay +++, ©, Cy, Cg; sey Cm 4a 
en reas ROY 
Cm—is Om, +++» Com—2 | Cm, Cm+1> -++> Com—1 





*) Stieltjes 8, S.9. — Vgl. auch O. Perron, ,Die Lehre von den Kettenbriichen“, 
Leipzig 1918, 8. 5 (im folgenden kurz mit Perron, Lehrbuch zitiert). 
*) Stieltjes 8, 8. 18—19, vgl. auch Perron, Lehrbuch S. 301—307 und 8. 875. 
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so ergibt sich, daB die Determinanten B,, und C,, fiir jeden Wert des 
Index m von Null verschieden sind. 


Ist umgekehrt eine beliebige formale Potenzreihe (2) der Gestalt (3) 


vorgelegt, deren Koeffizientendeterminanten C,, und B,, fiir alle m von 
Null verschieden sind, so 148t sich aus dieser Potenzreihe durch ein Divisions- 
verfahren ein Kettenbruch S(z) der Gestalt (1) herleiten. Bildet man 
Px (2) 
Qm (2) 


bestehen zwischen ihren Koeffizienten c’” und den Koeffizienten c, der 


dessen Naherungsbruch und entwickelt ihn in die Potenzreihe (2), so 





vorgelegten Potenzreihe % (=) die Gleichungen (4). 

Hiermit ist eine wechselseitige Beziehung zwischen Kettenbruch und 
Potenzreihe nachgewiesen; wir wollen daher nach Herrn Perron Potenzreihe 
und Kettenbruch miteinander korrespondierend nennen. 


2. Ersetzt man die Voraussetzungen C, +0, B,+0 durch die 
schirfere C, > 0, B,+0 fiir alle m, so erhalt man einen Kettenbruch 
S(z), dessen Koeffizienten a,,,, samtlich positiv sind. 


Umgekehrt folgt aus 
Gen+i>O0 fir alle n, 
da8 auch die Koeffizientendeterminanten C,, der korrespondierenden Potenz- 
reihe simtlich gréBer sind als Null. 


In diesem Falle sind ferner die Nullstellen der Polynome P,,(z) und 
Q,, (2) samtlich einfach und reell, und es gelten die Partialbruchzerlegungen 


(5) Py_,(2) ‘ = Pon —1() MQ” a m.” 
v —— GS ————E » ————_—— = -— — + ————, 
Qonlt) A 2+4m™ Qen—1(2) . vat eto” 
wobei die Zahler M.” und N,” simtlich > und die o,”, 4” + 0 sind. 
(Vgl. Satz III des §1 und Abschnitt 5 des § 2.) 
Stieltjes setzt bei seinen Untersuchungen auBerdem noch 


B,>0 fiir alle m 
voraus, was mit der Voraussetzung 

a,, >0 fiir alle n 
oder auch mit der Voraussetzung 


o”>0, a” >0 fiir alle n und »°) 
gleichbedeutend ist. 





®) Stieltjes 8, S. 10-12. 








~~ i. -~» _ 


a a 
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3. Durch passende Erweiterung bekannter Sternscher Konvergenz- 
kriterien fiir Kettenbriiche*) beweist Stieltjes: 


I, Divergiert die Reihe p a,, so konvergiert der Kettenbruch S(z) 


v=1 
in jedem abgeschlossenen Bereich der z-Ebene, der kein Stiick der Achse 
der reellen negativen Zahlen enthdlt, gleichmafig gegen eine analytische 
Funktion f(z), obgleich Zdahler und Nenner der Néaherungsbriiche, jeder 
einzeln fiir sich betrachtet, divergieren. 


Il. Konvergiert die Reihe Ys a,, so konvergieren die vier Folgen von 


v=l1 
Polynomen Pon (Zz), Qen (2), Pen-1(2), Qon-1(2) in jedem ganz im End- 
lichen gelegenen Bereich der z-Ebene gleichmafig gegen ganze transzendente 


Funktionen: 
lim P,,,(z) = p(z), lim Poq-1(z) = 7r(z) 


a=2 
lim Q,,,(z) = q(z), lim Qe, —1(2) = 8(2). 
a= @ n= 2 
Auferdem ist 
(6) r(z)q(z) — 8(z)p(z)=1. 
Es konvergiert demnach sowohl die Folge der geraden als auch die der 


ungeraden Naherungsbriiche jede fiir sich, aber (wegen (6)) gegen die von- 
einander verschiedenen Funktionen 


p (2) \ — *(*) 
h(@)= Gay ht) = 4G): 


Der Kettenbruch divergiert also. 





4. Durch Grenziibergang gelangt Stieltjes von der Partialbruch- 
zerlegung (5) der Niaherungsbriiche zu einer fundamentalen [Integral- 
darstellung der Grenzfunktionen f(z), bzw. f,(z), f,(z), und zwar erhilt 
er: im Falle I 


7) : Pa d - 

ia -10~ ['s29, 

im Falle I 

f . Pen ) f ‘d " . ; “d e ( 

(8) im =O JEP. tim ea — He) — JP, 
oO 


*) M. A. Stern, Uber die Kennzeichen der Konvergenz eines Kettenbruches, 
Journ. fiir Math. 87 (1848), S. 255-272. Stieltjes 8, S. 30—39 und S. 61—65. 
Perron, Lehrbuch, 8. 284—235. 

*) Eine ausfihrliche Darstellung des Stieltjesschen Integralbegriffs siehe Stieltjes 
8, S. 68—71, Perron, Lehrb., 8. 362—374. — Der zitierte Satz findet sich bei Stieltjes 
8, S. 76-90; Perron, Lehrb., 8. 402—410. 
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Hierbei bedeuten g(u), y,(u) und p,(u) im Intervall 0< u<co de- 
finierte reelle nirgends abnehmende Funktionen, und die Integrale sind 
Stieltjessche. 


Es gelten ferner die sogenannten Momentengleichungen: im Falle I 


(9) c, —furde(u) ‘), 
0 
im Falle Ul 


C, =furdg, (u) = Jude, (u). 
U v 


Aus diesen Gleichungen ergibt sich, daf die Funktionen f(z), f,(z), f,(z) 
der Formeln (7) und (8) durch die Potenzreihe (3) asymptotisch dar- 
gestellt werden”). 

5. Das Problem, zu einer vorgelegten Folge von Koeffizienten c, eine 
im Intervall 0 < u<oo definierte reelle nirgends abnehmende Funktion 
gy(u) zu finden, die den Gleichungen (9) geniigt, nennt Stieltjes das 
Momentenproblem. Man findet leicht als notwendige Bedingung fiir die 
Lésbarkeit des Momentenproblems, daB die zugehérigen Koeffizienten- 
determinanten C,, und B, saimtlich > 0 sein miissen*®). 

Durch die bisher angegebenen Sitze ist aber auch bewiesen, daB, wenn 
die aus den vorgegebenen Koeffizienten c, gebildeten Determinanten C,, 
und B, samtlich positiv sind, das Momentenproblem immer mindestens 
eine Lésung besitzt, die durch Grenziibergang aus dem Kettenbruch (1) 
gewonnen wird. 

Stieltjes beweist ferner, daB im Falle I aufer der durch den Grene- 
iibergang (7) gewonnenen Funktion p(u) keine weitere Lésung des Momenten- 
problems existiert™'). Im Falle II gibt es auBer den Funktionen 9, (u), 
,() der Formeln (8) noch unendlich viele andere Lésungen des Problems. 
Im Falle I nennt Stieltjes das Momentenproblem bestimmt, im Falle II 
wnbestimmt. 


IT. 
Erweiterung der Problemstellung und Fortfiihrung der Theorie. 


6. In der vorliegenden Arbeit werden wir zu einer Erweiterung der 
Stieltjesschen Problemstellung gefiihrt, indem wir die Voraussetzung B, > 0 
fallen lassen; wir verzichten damit also auf a,, > 0, ao”>o, a” >0; 
behalten aber die Voraussetzung C, > 0 fiir alle m bei und damit auch 


*) Stieltjes 8, S. 92-93; Perron, Lehrbuch, S. 410—411. 

*) Stieltjes 8, 8. 35; Perron, Lehrbuch, 8. 413. 

) Stieltjes 8, 8S. 48-49; Perron, Lehrbuch, 8. 377—378. 

1%) Stieltjes 8, S. 97—104; Perron, Lehrbuch, 8S. 390—391 und S. 417. 
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die Beziehungen a,,,, > 0 und die Partialbruchzerlegungen (5) mit reellen 
wo”, a” und positiven M”, Ni”. 

Uber den Fall C_,>0, B, 20 war bisher auBer einem Satz des 
Herrn Grommer'*) nichts bekannt. Dieser Satz, der fiir unsere weiteren 
Untersuchungen ein wichtiges Hilfsmittel liefert, lautet: 





Es laft sich aus der Folge der Naherungsbriiche na) eine unend- 
P. 


liche Teilfolge a. = derart auswahlen, daf sie in jedem abgeschlossenen 


Bereich der z-Ebene, der kein Stiick der Achse der reellen Zahlen enthdit, 
mit wachsendem h gleichmdfig gegen eine analytische Funktion f(z) 
konvergiert; wobei sich f(z) wieder durch ein Stieltjessches Integral dar- 
stellen lat. 

Doch erstreckt sich dieses Integral in Anbetracht, da8 jetzt die Nahe- 
rungsbriiche auch fiir positive Werte von z Pole haben kénnen, von — co 
bis +co. Es ergibt sich also 


+@ 
° Py, (2) dy (u 
(10) lim —*— f(s) = (42), 
h = @ Ym, (2) z+ 
-@ 
wo g(u) eine im Intervall — co <u<-+ oo definierte reelle nirgends 


abnehmende Funktion bedeutet. 
Es 1a8t sich zunachst zeigen, daB die Integrale 


+@ 


(11 furde(u) 


fiir alle ganzzahligen nicht negativen Werte von » existieren und gleich 
c, werden; demzufolge wird die Funktion f(z) der Formel (10) durch 
die Potenzreihe (3) asymptotisch dargestellt. Das besagt aber: 


Das Momentenproblem — wobei die Momente jetzt die allgemeinere 
Gestalt (11) annehmen — besitet immer mindestens eine Lésung, wenn die 
Determinanten C,, séimtlich positiv und die Determinanten B,, sdémtlich von 
Null verschieden sind. 


Die Konvergenz der Integrale (11) wird hier zum erstenmal bewiesen 
(vgl. Satz IX, §5 und Satz XIII, § 8). 


®) Jakob Grommer, Ganze transzendente Funktionen mit lauter reellen Null- 


stellen. Diss. Géttingen 1914, abgedr. im Journ. f. r. u. angew. Mathematik 144 (1914), 
S. 140—166; vgl. insbes. S. 137 ff. 

Das Grommersche Auswahlverfahren la8t sich iibrigons durch Anwendung eines 
viel al)gemeineren elementaren Satzes iiber unendliche Folgen gleichmaéBig beschrankter 
monotoner Funktionen von Herrn Carathéodory ganz wesentlich vereinfachen (vgl. § 7, 
Abschnitt 1, insbesondere Anm. *). 

Mathematische Annalen. LXXXI. 16 
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Da8 die Bedingung C,, > 0 fiir die Lésbarkeit des Momentenproblems 
in seiner neuen Gestalt auch notwendig ist, ist leicht einzusehen (vgl. 
Satz X, § 5). 

7. Es bleibt noch iibrig, die Frage nach der Bestimmtheit’ des 
Momentenproblems im Zusammenhang mit dem Problem der Konvergenz 
des Kettenbruchs S(z) zu untersuchen. Wiahrend sich im Stieltjesschen 
Falle die Konvergenzeigenschaften des Kettenbruchs S(z) direkt angeben 
lassen und man dann aus der Konvergenz (Divergenz) von S(z) auf die 
Bestimmtheit (Unbestimmtheit) des Momentenproblems (9) schlieBt, werden 
im Falle B,20 die Konvergenzeigenschaften von S(z) erst aufgeklart, 
wenn iiber die Bestimmtheit oder Unbestimmtheit des Momentenpro- 
blems (11) entschieden ist. 


Im folgenden soll ein Kettenbruch kurz als konvergent bezeichnet 
werden, wenn er in jedem abgeschlossenen Bereich der z-Ebene, der kein 
Stiick der Achse der reellen Zahlen enthilt, gleichmaBig konvergiert; in 
allen andern Fallen soll er divergent heiBen. 


Es gilt nun das folgende Theorem: Man setze 
6, = G,-+ 4, + .-- + a,,-- 


I’. Das Momentenproblem (11) ist bestimmt, wenn mindestens eine 
der beiden Reihen 


-7 7 P 
(12) D> Mn +1 DP, Marie 

n=0 n=1 
divergiert. 


II’. Konvergieren beide Reihen (12), so ist das Momentenproblem 
unbestimmt. 


Im Falle I' ist der Kettenbruch konvergent, das heiBt, es ist 





+o 
: Pa(z) hn dy (u) 
wm is) _ f(z) = e+u ’ 


wahrend P,(z) und Q,(z), fiir sich genommen, nicht konvergieren. 
Im Falle Il’ existieren in jedem ganz im Endlichen gelegenen Be- 
reich der z-Ebene gleichmafig die Grenzwerte 


lim Py_,-1(z)=r(z), lim Qo,-1(z) = 8(z), 
wo r(z) und s(z) ganze transzendente Funktionen mit nur reellen ein- 


fachen Nullstellen sind. 


Die Grenzwerte von Zihler und Nenner der Naherungsbriiche gerader 
Ordnung existieren im allgemeinen Falle nicht. Trotzdem gelingt es, die 
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Polynome P,,(z) und Q,,,(z) so aufzuspalten, daB8 ihre Konvergenz- 
eigenschaften klar hervortreten. Setzt man ndmlich 


P,,, (2) = G,,(z) + oy, Ponts (z), Q2, (2) = H,,(z) + Gy Qon+s (2), 
so konvergieren im Falle Il’ die Polynome G,(z) und H, (z) gleichmapig 
in jedem ganz im Endlichen gelegenen Bereich der z-Ebene mit wachsen- 


dem n gegen ganze transzendente Funktionen mit nur reellen einfachen 
Nullstellen; es ergibt sich also 


lim G,(z)=g(z), lim H,(z)=hA(z). 
AuBerdem besteht zwischen den vier ganzen transzendenten Funktionen 
r(z), s(z), g(z) und A(z) in Analogie zu (6) die Beziehung 


r(z) A(z) — 8(z) g(z) =1. 


Die Polynome P,,,(z) und Q,,,(z) konvergieren mithin einzeln im Falle 
Il’ dann und nur dann, wenn ein endlicher Grenzwert lim 6,, = 0 existiert. 


Ist lim |o,| =o, das heiBt, besitzt die Menge der Zahlen o, keinen 
im Endlichen gelegenen Haufungspunkt, so wird 
a Oe ee 
lim 3G) = lim Qan-1(2) 7 8(z)’ 
dann und nur dann ist also der Kettenbruch S(z) konvergent fiir den 
Fall, daB das zugehérige Momentenproblem (11) unbestimmt ist. 


Wenn alle B,>0, a,,>0, die Reihen (12) beide konvergieren 
und lim |, | = co ist, so ist nach den Stieltjesschen Sitzen I das Momenten- 


na=@ 


problem (9) bestimmt, das Momentenproblem (11) nach den Satzen II’ 
unbestimmt. 








8. Eine fast noch gréBere Rolle als der Kettenbruch der Gestalt (1) 
spielt in der mathematischen Literatur der Kettenbruch**) 


k 
(13) K(e)=-2,, 8 
TS +E 4. 





> 





wo die 1, reell (auch Null), die k, reell, aber nicht Null sind. Der Ketten- 
bruch (13) wird aus der Potenzreihe (3) durch ein dem Euklidischen Algo- 
rithmus nachgebildetes Divisionsverfahren gewonnen. Er hat vor dem 
Kettenbruch (1) voraus, daB er nicht an die Bedingung B, + 0 gebunden 
ist, sondern immer dann und nur dann existiert, wenn simtliche Deter- 
minanten C, + 0 sind. 





13) Vgi. z. B. Perron, Lehrbuch, 8. 322—826 u. S. 376. 
16* 
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Dann und nur dann, wenn fiir alle m die Determinante C, > 0 ist, 
wird k,<0 fiir alle »>2, k,>0. Mit dem Kettenbruch (1), falls 
dieser existiert, hingt er durch die ie 


n (2) =o 
3 








~ 





zusammen, wenn mit K (2) =9 
von K(z) bezeichnet wird. 
Die Partialbruchzerlegung der Naherungsbriiche K,(z) dient zunachst 


dazu, eine Lésung des Momentenproblems auch fiir den Fall zu kon- 
struieren, daB einige der Determinanten B, verschwinden, 


der Naherungsbruch n-ter Ordnung 


AuBer den Naherungsbriichen K,(z) = pie) betrachten wir auch die 


Quotienten 
K (z; t)= Un (2) + tU,— a(3) _ _—* kas | k, 


agp «th. a _| 


~~ Val8)+t¥e-,(8) [s+ '°°° * [s4+8-, le+l,.+¢ ) 











wo ¢ einen reellen Parameter bedeutet, und nennen K,(z;¢) einen verall- 
gemeinerten Naherungsbruch n-ter Ordnung von K(z). Wir sagen ferner: 
Der Kettenbruch K(z) konvergiert vollstandig gegen die Funktion f(z), 
wenn zu jeder vorgegebenen beliebig kleinen positiven Zahl « und zu jedem 
abgeschlossenen Bereich 8, der kein Stiick der Achse der reellen Zahlen 
enthalt, sich eine Zahl N — N(e, 8B) bestimmen 1aBt; wobei fiir alle 
n> N, gleichmaBig fiir alle Punkte z von $ und alle reellen Werte von ¢ 
| K,(z;t)—f(z)|se 

wird. 

Nunmehr zeigt sich, daB das Momentenproblem dann und nur dann 
bestimmt ist, wenn der Kettenbruch K(z) vollstdndig konvergent ist. 


Setzt man unter Benutzung einer bekannten Fundamentalformel der 
Kettenbruchtheorie 


Ag—1 = Va-1(0) Un (0) — Vn (0) Uns (0) = (— 1)" "hk... &,, 


so lassen sich die Polynome P2, _;(z), Qen-1(z), Ga(z) und H,(z) mit 
Hilfe der Polynome U,(z) und V,(z) durch die Formeln definieren: 


**) Diese bequeme Schreibweise fiir einen Kettenbruch ist von Herrn Pringsheim 
eingefihrt worden. Vgl. A. Pringsheim, Uber die Konvergenz unendlicher Ketten- 
briiche. Sitzungsber. der kgl. Bayer. Ak. d. Wiss. Math.-phys. Kl]. 28 (1898), S. 295 
bis 324.. Vgl. insbesondere 8. 296. 

Der Parameter ¢ ist bereits von Stieltjes, ullerdings nur in die Naherungsbriiche 
von §(z) eingefiihrt worden, um eine spezielle Aufgabe zu lésen. Vgl. Stieltjes 9, 8. 14—22. 
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Peni (2) = a 

Os-2(8)= Pa OVEN Tel) Pease) 
(14) haba = onal0)Oa(2)—Ua()Uaia(6) 
H,(2) = — Toms) ¥a(s)—Uel0) Ma -1(2) 


Diese Formeln lassen erkennen, daB 


Pyn—i(%) . V.(0) G,(z) . U,(0) 
Goa = Ke (8 — yy) Be) = Kol roy) 








ist: d.h. die Quotienten Pyn-1(2) paw, Gn(2) ergeben sich als diejenigen 
Qen—1 (2) H, (2) 
verallgemeinerten Naherungsbriiche n-ter Ordnung von K(z), die fiir 
z=0 einen Pol haben bzw. dort verschwinden. Die Nenner in den 
Formeln (14) sind so bestimmt, daB P,,,_:(0)=—1 und H,(0)=1 ist. 
Die Formeln (14) gelten auch, wenn der Kettenbruch S(z) der Form 
(1) nicht existiert, wofern nur simtliche Determinanten C,, +0 oder wie 
in unserm Falle sogar > 0 sind, und liefern fiir den Fall, daB der Ketten- 
bruch S (z) existiert, dieselben Polynome P:,,~:(2z), Qon—1(Z), Ga(z), Hn (z) 
wie die alten Definitionen. 





Die Reihen > M041 bzw. D>) %n4198 lassen sich durch die all- 
n=0 a=0 
gemeineren Reihen 
57 Va (0) 57 Un (0) 
(15) a baw. P i 
ersetzen, die fiir den Fall, da8 der Kettenbruch S(z) existiert, mit den 
Reihen (12) iibereinstimmen. 

Die im Abschnitt 7 angegebenen Sitze, die sich auf die Folgen von 
Polynomen P;,~1(2), Qen-1(2), @,(z) und H, (z) bzw. auf die Reihen (12) 
beziehen, gelten nunmehr auch fiir den Fall, daB einige der Determinan- 
ten B,, verschwinden, wofern man nur die Polynome bzw. die Reihen durch 
die allgemeineren Beziehungen (14) bzw. (15) definiert. 

Aus unsern allgemeinen Satzen lassen sich auch leicht notwendige und 
hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz im gewdéhnlichen Sinne von 
K (z) ableiten. 


AuBerdem wird fiir die beiden Typen von Kettenbriichen (1) und (13) 
der Satz bewiesen: 

Ist der Kettenbruch S(z) (der Kettenbruch K (z)) fiir einen beliebigen 
reellen oder komplexen Wert von z konvergent, so konvergiert der Ketten- 
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bruch 8 (z) (der Kettenbruch K(z)) gleichmapig in jedem abgeschlossenen 
Bereich der z-Ebene, der kein Stiick der Achse der reellen Zahlen enthalt. 

9. Es soll endlich dem Kriterium fiir die Bestimmtheit des Momenten- 
problems eine andere Form gegeben werden, die unmittelbar von den Eigen- 


n 
schaften der mit den c, gebildeten quadratischen Formen F,, (x) = e C+ Bi Bu 
n=O 
ausgeht, ohne erst auf die zugehérigen Kettenbriiche K(z) und S(z) zu- 
riickzugreifen. Wegen C,, > 0 fiir alle m ist die quadratische Form F(z) 
positiv definit, besitzt also fiir z,—1 ein Minimum M” > 0. Mit wachsen- 
dem n kénnen nun aber die Zahlen M™ nie zunehmen, es existiert also 
der Grenzwert 


lim M” —M> 0. 


n=@ 


Die formale quadratische Form von unendlich vielen Veranderlichen 


> C,+~%,%,, tiber deren Konvergenz nichts vorausgesetzt ist, wird eigent- 
4”x=0 


lich definit (uneigentlich definit) genannt, je nachdem die ihr zugehdérige 
Zahl M > 0 (M= 0) ist. 

Der Hauptsatz 1é6t sich nun auch in folgender Weise aussprechen: 

Das Momentenproblem ist dann und nur dann bestimmt, wenn minde- 
stens eine der beiden quadratischen Formen D>, Cased, Sus >, Cnet 2. 
uneigentlich definit ist. _on8 nani 

Oder auch: 

Das Momentenproblem ist bestimmt oder unbestimmt, je nachdem 
der Grenzwert der stets abnehmenden positiven Determinantenquotienten Cn 
Null ist oder nicht. ‘ 


Hierbei ist zur Abkiirzung 


C,, C,, » Cn+1 
C5 Ca» » Cn+2 

, 
- Ga, SA See Seer 
| Cnu+1> Cn+2> > C2n-2 


gesetzt. 
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Kapitel L 
Algebraische Betrachtungen"’). 


§ 1. 
Der assoziierte Kettenbruch **). 


1, Sei z eine komplexe Veranderliche, 


(1) g(2)=2-444-... 


Zz 


eine formale Potenzreihe mit reellen Koeffizienten c,, iiber deren Konver- 
genzeigenschaften nichts vorausgesetzt sei; es fallen also auch solche 
Potenzreihen in den Kreis unserer Betrachtungen, die fiir jeden Wert von z 
von noch so groBem absoluten Betrage divergieren. 

Man bilde mit den Koeffizienten c, die Hankelschen Determinanten 


| Cy, C,, > Cm-1 | 

hi Cy; > Cm 
(2) C, =], Ge me | cc eee ec eres esees 

| Cu—1> Cm, +++, Com—2| 





und setze ein fiir allemal die C,, fiir jeden Wert des Index m von 0 ver- 
schieden voraus. Dann lat sich durch einen dem Euklidischen Algorith- 


mus nachgebildeten Divisionsproze8 aus der Potenzreihe f (2) ein formaler 
Kettenbruch der Form 


1 
(3) e+1,+ 


herleiten, wobei die k, reelle, von 0 verschiedene, die J, beliebige reelle 
Koeffizienten bedeuten. Ist 
**) Das Kapitel I und die §§ 6 und 7 des Kapitels If enthalten Resultate, die 
an und fiir sich nicht als neu anzusehen sind, deren Zusammenstellung jedoch dem 
Leser das Verstaéndnis des Nachfolgenden erleichtern diirfte. Hingegen sind wir in 
der Darstellung und Bezeichnungsweise, insbesondere in den §§ 2, 3, 6 und 7 von 
dem bisher gebriuchlichem Wege erheblich abgewichen 

16) Die Betrachtungen des § 1 leisten fiir den Kettenbruch K(z) im wesent- 
lichen das Gleiche, wie die in den Abschnitten 1. und 2. der Einleitung enthaltenen 
Ausfiihrangen fir den Kettenbruch S(z). — Ubrigens wird im folgenden nicht mehr 
auf die Uberlegungen der Einleitung Bezug genommen. — Eine ausfiihrliche Darstellung 
der meisten im § 1 angegebenen Resultate findet sich in der Dissertation des Herrn 
Grommer [I. c. Anm. *)]. Vgl. insbes. Kap. I, § 1—3, S.118—125. Vgl. auch O. Perron, 
Lehrbuch, S. 322—326 und S. 375—376. 
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, _U, (2) 
K,,(z) — V. a 


der n-te Naherungsbruch von K(z), so folgt aus den Rekursionsformeln *’) 
fiir Zahler und Nenner des Naherungsbruches 
U,(z)=0, Vo(z)=1, 
| U, (2) =&,, V,(z)=24+14, . 
U,(z) = (2+1,) On_-1(z) + &, On-2(z), 
| V,, (z) =(2+1,) Va_-1(z) + &, Va-a(z), 


(4) 


daB U,(z) ein Polynom vom Grade n — 1, V,(z) ein Polynom vom Grade n 

ist; der Koeffizient des Gliedes z" in V,(z) ist auBerdem gleich 1. 
Entwickelt man die rationale Funktion K,(z) in eine Potenzreihe 

Oo — _m 

(5) K, (z) = — trees 

die fiir Werte der Verinderlichen z von hinreichend groBem absoluten 

Betrage konvergiert, so zeigt sich der Zusammenhang von K(z) mit der 

Potenzreihe 8 (=) in der Ubereinstimmung der 2n ersten Koeffizienten 

der Potenzreihen (1) und (5). Es ist namlich 


(6) cM=c, c=, ..., of  =¢ 


2n- 2a-1° 


Durch die Beziehungen (6) und den Grad der Polynome in Zahler 
und Nenner ist der Quotient K, (z) eindeutig bestimmt. Andererseits folgt aus 


(6), daB aus zwei voneinander verschiedenen Potenzreihen (2) und §* (2) 


durch das Divisionsverfahren nicht ein und derselbe Kettenbruch K (z) 
hergeleitet werden kann. 


2. Umgekehrt la8t sich jedem Kettenbruch K(z) der Form (3) eine 
Potenzreihe x (*) zuordnen. Ist namlich ein Kettenbruch der Form (3) 
vorgelegt, so ergibt sich aus den Fundamentalformeln des Kettenbruchs 
(7) Un+1 (2) V,(z) — U, (2) Vass (2) = 4, 

K | K An 4n . A 18 
a+i(2)— K,(2)= Fay ica) = ates + pans + Fieve +--+): 
wobei zur Abkiirzung 
(8) A4,=k,, 4,=(—1)" B, by... bass 


gesetzt ist und x,4,... irgendwelche reelle Konstanten bedeuten. Ver- 
gleicht man diese Potenzreihe mit der Differenz 


1”) Vgl. Perron, Lehrbuch, 8. 5. 
**) Vgl. Perron, Lehrbuch, 8S. 16 und S. 378. 
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x (n+1) (n) 


Kass(2) — K,(2)= 3 (— 1, 


die sich durch Subtraktion der Reihen (5) ergibt, so erkennt man, daB 
die 2m ersten Koeffizienten c‘*+ — ¢™ verschwinden miissen, daB also 
(9) c+) —¢™ (fir »=0,1,...,2%—1), ct) — cm = A, 
ist. 

Indem man diese Formel fiir alle Werte des Index n anwendet, 
erhalt man 


cf) _ c@+)) =... = clatm =... fir y= 0, 1,...,2%—1. 
Man setze nunmehr allgemein 


(10) c, = cf” (fir »>“t*) 





und ordne dem vorgelegten Kettenbruch K (z) die mit diesen Koeffizienten c, 
gebildete Potenzreihe (1) zu. 

Aus den Beziehungen (9) und (10) la8t sich ein geschlossener Aus- 
druck in Determinantenform fiir die GréBen 4, und &, und fiir die Poly- 
nome U,(z) und V,,(z) ableiten. Es ist wegen (10) 





(n) (n) 
‘ 1 Con — “y ¢ ” Wins 
(il x (- *) ai K,(— z) = otha <a pa - _ 
Aus (10) folgt ferner ce, = oft”, also mit Riicksicht auf (9) 
(12) Con — Cn = Cin’ — Cin = A, 


Die Multiplikation beider Seiten von (11) mit V,(— z) ergibt 





(18) V,(—2)B(—+) =, (= 2) — CD — a 


n+1 gt? nts 


wo a, B,... reelle Koeffizienten bedeuten. 
Setzt man 
Vi(—2)=GotU2+---+ 9,2", 
so erhalt man aus (13) m+ 1 lineare Gleichungen fiir die Koeffizienten g,, 
indem man das —_ Produkt V,(—2)(—-+) bildet, und den Koeffi- 


zienten des Gliedes ——, gleich (—1)"4 
2” 


5, | = gleich Null setzt: 
z 


5 
s. 32° 


die Koeffizienten der Glieder 


na? 
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Joc +90 +.--+9,¢, =0 
JoO, Oop +--+ Gnon+1 = 0 
60) ee ee 
JoCn—1 + Gil_ ++» + Gq Con-1= 9 
n 4, 
GJoSn +9, Cn+1 +... +9, (cen —(—1) 7)= 


Diese Gleichungen lassen sich bequemer in symbolischer Form schreiben : 
Bedeutet P(u) ein beliebiges Polynom und versteht man unter © { P(u)} 
den Ausdruck, der entsteht, wenn man in P(u) die Potenzen u°, u,.. 


u”,... durch die Koeffizienten ¢,, c,,..., ¢,... ersetzt, so ergibt sich 
fiir das Gleichungssystem (14) die symbolische Darstellung **) 
(15) S{urV.(—u)}=0 fir »=0,1,....n—1 


S{u* V,(— w)} =(—1)"4,. 


Da die n+1 Koeffizienten g, des Polynoms V,(—z) nicht samt- 
lich verschwinden, so ist die Determinante der n+ 1 homogenen 
linearen Gleichungen (14) gleich Null. Bezeichnet man wieder die aus 
den Koeffizienten c, der Beziehung (10) nach Art von Formel (2) ge- 
bildeten Hankelschen Determinanten mit C,, so erhailt man in Anbe- 


m? 


tracht, daB nach den Rekursionsformeln (4) der Koeffizient g, = (— 1)” ist, 
Cas —_ A,C,, — 0 
(16) 4, = Sat! 


" Cc 


n 


Nach Voraussetzung sind die Koeffizienten k, von K(z) samtlich 
reell und von Null verschieden. Wegen (8) ist also auch 4,+0. Dann 
folgt aber aus (16), daB auch simtliche Hankelschen Determinanten C,, 


der Potenzreihe ~ (2) , die mit den Koeffizienten c, der Beziehung (10) 
gebildet sind, von Null verschieden sind. 
Es ist ferner nach (8) 


oy “¥ lng = —O* (fiir alle n > 1), 
0 a—1 
mithin 
(17) bmg, Bess — tS! (ar alle 2 > 1). 


a? 
Offenbar geniigen, da, wie eben gezeigt wurde, C, + 0 ist, schon die 
n ersten homogenen Gleichungen (15), um die n + 1 Koeffizienten g, bis 


auf einen konstanten Faktor eindeutig zu bestimmen. Man erhilt diesen, 
indem man die Beziehung g, = (— 1)” beriicksichtigt. Setzt man 


1%) Vgl. Stieltjes 8, S. 25. 














Stieltjessches Momentenproblem. I. 251 





n 
| 1, Zz, 8 
} 
1 | o> C> ’ C,, 
(18) V.(-2=—& Ve = 
Cn—1; Crs sey Con—1 


so geniigt dieser Ausdruck offenbar den Gleichungen (15) und der Koeffi- 
zient des Gliedes z” wird, wie verlangt, gleich (— 1)”. 


In Formel (13) tritt das Polynom U,(z) als derjenige Bestandteil 
des formalen Produktes V,(— 2) B(— +) auf, der keine negativen Po- 
tenzen von z enthalt. Es ergibt sich demnach 

U,(—z) 
= — Jy 0 — Gg, 65 — Gg (Cg% + C,) — --» — Ju (Og2"~' + €,2"-*8 + ... + Cn-1), 
d.h. man kann sich U,(— z) entstanden denken, indem man in dem 
Polynom — V,(—2z) die Potenz z” durch die Polynome 
(19) R,-1 = €92"—' + ¢,8°-* +... +6,-1 (R_, = 0) 


ersetzt. Man erhalt also aus (18) fiir U,(—z) die Determinantendar- 
stellung*) 


0, R,, eeey Ry-1 | 

} 

A ee | 

(20) U,(- 2)= > C,; Cs; Cu+i \" 
cee ates ceeeteedscen vy | 

Cn—1, Cy» C2n-1 | 


3. Im Abschnitt 2 wurde gezeigt, daB sich jedem Kettenbruch K (z) 
der Form (3) dessen Koeffizienten 1, reell und dessen Koeffizienten k, 
reell und von Null verschieden sind, eine Potenzreihe % ( t) zuordnen 
laBt, deren zugehérige Hankelsche Determinanten C,, sémtlich von Null 
verschieden sind. Man kann nunmehr durch das im Abschnitt 1 erwiahnte 


Divisionsverfahren aus der Potenzreihe 2 (2) wiederum einen neuen Ketten- 


bruch K*(z) der Form (3) herleiten. Die Potenzreihen (5), in die sich die 
Naherungsbriiche K, (z) des neuen Kettenbruchs K*(z) entwickeln lassen, 
geniigen nun aber den Beziehungen (6) und sind durch diese eindeutig 
bestimmt. Andererseits geniigen aber die Niaherungsbriiche K,(z) des 





2) Bei Stieltjes 8, S. 25—28 finden sich analoge Darstellungen wie (18) und (20) 
fiir Zahler und Nenner von Naherungsbriichen eines anderen Kettenbruchs (des 
Kettenbruchs (1) der Einleitung; vgl. auch Formel (35) und (36) des § 2), die auch 
in ahnlicher Weise abgeleitet sind. 
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urspriinglich vorgelegten Kettenbruchs K (z) wegen (10) den gleichen Be- 
ziehungen, es ist felglich 

Ki (z)=K,(z), K*(z)=K(z). 
Dieses Resultat la8t sich in den Satz zusammenfassen: 

Satz I. Jedem Kettenbruch K (z) der Gestalt (3) mit reellen 1, und 
reellen, von Null verschiedenen k, laBt sich eine Potenzreihe 8 (2) der 
Gestalt (1) zuwordnen, deren Koeffizientendeterminanten C,, + 0 sind. Aus 
thr kann umgekehri der vorgelegte Kettenbruch K(z) wieder durch ein 
Divisionsverfahren hergeleitet werden. 

Die Zuordnung zwischen Kettenbruch und Potenzrethe ist also ein- 
eindeutig: Zu jeder Potenzrethe mit von Null verschiedenen Koeffizienten- 
determinanten C,, gehdrt ein und nur ein Kettenbruch mit reellen Koejfi- 


zienten 1, und reellen von Null verschiedenen Koeffizienten k, und 
umgekehrt. 


Mit Herrn Perron wollen wir Kettenbruch und Potenzreihe mit- 
einander assoziiert nennen. 


4. Wir ersetzen die bisherige Voraussetzung C,, + 0 fiir alle m durch 
die engere C,,> 0 fiir alle m. 


Definition I. Wir nennen eine Potenzreihe B(~) der Fo. m (1) 
positiv definit, wenn die zugehdrigen Koeffizientendeterminanten Cy 
sdmilich positiv sind. 

Dann folgt unmittelbar aus Forme! (17) der Satz: 

Satz Il. Der Kettenbruch K(z) ist dann und nur dann mit einer 
positiv definiten Potenzrethe & (2) assoztiert, wenn seine Koeffizienten k,, 
den Bedingungen gentigen 
(21) k,>90, kai, <0 fiir alle n>1. 


Mit der Bedingung (21) ist wegen (8) die Bedingung 


4,>0 fir allen>0 
aquivalent. 


Die Partialbruchzerlegung der Naherungsbriiche solcher Kettenbriiche 
hat eine fundamentale Eigenschaft, die sich in dem Satz aussprechen |aBt: 
Satz III**). Jet K(z) ein Kettenbruch, der mit einer positiv defi- 
niten Potenzreihe % (+) assoziiert ist, so haben sdmtliche Naherungs- 


*) Vgl. z. B. die ausfiihrliche Darstellung des Beweises von Satz III bei Grommer, 
1. c. Anm. **), 8. 128-125. Vgl. auch Perron, Lehrbuch, 8. 393—396. 
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briiche K,(z) nur reelle einfache Pole mit positiven Residuen, d.h. sie 
lassen sich als eine Summe von Partialbriichen 


=y Nn‘) 
(22) K,(z)=>) — 
rai 


, ji) 
Z- ay 





darstellen, wo die i;" beliebige reelle untereinander verschiedene Zahlen 
und die No” > 0 sind. 


Wir verzichten auf die Ausfiihrung des oft dargestellten Beweises. 


§ 2. 
Die verallgemeinerten Naherungsbriiche und der korrespondierende 
Kettenbruch. 


1. AuBer den rationalen Funktionen K,(z) haben wir im folgenden 
auch die Funktionen K,(z;t) zu betrachten, die entstehen, wenn man in 
dem Naherungsbruch K,(z) den letzten Koeffizienten 1, durch 1, + ¢ er- 
setzt, unter ¢ einen beliebigen reellen Parameter verstanden. Es ist also 


(ox : = k kn-1 | kn 
(23) K,, (2; t) J : te e+) ——_ + 


[e+e [2tQre 
Aus den Rekursionsformeln (4) fiir U,(z) und V,(z) folgt unmittel- 
bar, daB 
U, (z) + tUn-1 (2) 
9 . = “ La ae 
(24 K,, (2; t) V, (2) +tVn-1 (2) 





ist. Den Quotienten K,(z;¢) wollen wir einen verallgemeinerten Nahe- 
rungsbruch von K(z) nennen. 

Offenbar wird K,(z;0)—K,(z); es werde ferner um den verall- 
gemeinerten Naherungsbruch auch fiir t= oo zu definieren, 


(25) K,, (2; 00) = Ky-1(z) 


n—1\ 
gesetzt. 


Wie eine leichte Rechnung zeigt, ergibt sich mit Riicksicht auf 
Formel (7) und (24) 





= a. tAn—1 tAn-1 a (t) 
{ ga z.t)= ——_—_——_—_—_ -——- +4- — oo 
K,,(z) K,, | ; t) Va (2) (Va (2) +tVn-1 (z)} 72" '  ginth ! ° 
wo a(t), ... reelle Koeffizienten bedeuten, die nur von dem Parameter ¢ 


abhingen. Entwickelt man nunmehr K,(z;¢) in eine fiir hinreichend 
groBe Werte von |z| konvergente Potenzreihe, so wird wegen (6), wenn 
t + co ist, 








an i ee tAn-1 a (t) 
(26) K,, (2; ¢) = K,(2) — ay — saan * 
_@ & Cong Canna tt4ni | Yon (#) 
= TTR Fae oe, ee 
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Fiir t= 0 bzw. t = oo gelten die Entwicklungen fiir K,(z) bzw. K,-.(z), 
die uns aus den Formeln (5) und (6) schon bekannt sind. 

2. Unter den verallgemeinerten Naherungsbriichen verdienen diejenigen 
ein besonderes Interesse, die an der Stelle z—0 einen Pol besitzen. 


Um sie zu erhalten, muB8, wie aus (24) folgt, in K,(z;¢) der Parameter 
V, (0) 








‘= — Tani (0) gewahit werden. Setzt man daher fir n= 1,2,...—~+ co 
P 4 (3) me Za=2 (0) U, (z)— V,.(0) Un—1 (2) 
in—1 \ — ? 
an’ 4n-1 
(27) bi as Vn—1(0) Va (2) — Va (0) Va—1 (2) 
2n-1 — y a ? 


so ist ihr Quotient offenbar 


V, 


Pin- ( 2(0) \ 
(28) Pan—1(#) _ K, \ 25 —_ Ray) 


Qan-1(z) 
und hat fiir z= 0 einen Pol. Ist V,_,(0) = 0, so wird t = oo, und man hat 
Pan-1(z) _Un—-1(2) 
Qen-i(z)  Va—1 (2) 
in Obereinstimmung mit (25). 

Man beachte, daB V_(0) und V,_,(0) nicht beide gleichzeitig ver- 
schwinden kénnen, denn sonst ware nach Formel (7) des §1 4,-;:—0, 
was wegen k, +0 in Verbindung mit Formel (8) unméglich ist. 

Aus (18) folgt 


29) 





_ K,, (2; 00) _ K,-1(z) 


Ba- 
Yas(0) = St 
wobei zur Abkiirzung 
| Cy» Cy, - » Cn-1 
(30) B,=1, B= | %’ Cay +++ Cc, 
| Gant Gus >+ +p Cons | 


gesetzt ist. V,_1(0) verschwindet also dann und nur dann, wenn die 
Determinante B,., den Wert 0 hat. 


Die Nenner in den beiden Formeln (27) sind so gewahlt, da8 
(31) Pag-1 (0) =1 


ist, wie aus Formel (7) unmittelbar hervorgeht. 








Entwickelt man oe 2 in eine fiir hinreichend groBe Werte von |z! 
konvergente Potenzreihe: 
(n) (m) - (m) 
, Pon-i(z)  % "4 2 
(82) Gaeni(s) ea tao 
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so erhalt man wegen (26), wofern nur B,_, und damit auch V,_;(0) 
von Null verschieden sind, 


S y(") — sy (mn) — ons . 
(33) To" = Cy, 7" = 6,, ceey 7x0 _. = Can-2; 


denn nach Formel (28) ist Panm1(2) such ein verallgemeinerter Niahe- 
Qen—1(z) 
rungsbruch K, (z; ¢). 
Ist B,.; = 0 und damit auch V,_,(0)—0, so treten wegen (29) an 
Stelle von (33) die Beziehungen (10) und (12) und es ergibt sich . 





— yin) = — e(a—1) 
(34 ) | Crn—2 Yon—2 Cone Cin—2 a-—1i? 


} yi = e*-) —c¢ fir »—0,1,...,2n—8. 

Der Vollstandigkeit halber sollen auch fiir die Polynome P,:,_;(z) 
und Q:,-1(z) Determinantendarstellungen angegeben werden; sie werden 
aber erst an einer spateren Stelle des Teiles III benutzt werden. Es ist 

| R, By 0005 Mant 





} 
| yy  Cgyeeey 6 
1 | 
(35) Pon-1(— 8) = a | “t? “or-s-+ Snot | 
a eeeeeeeeeeeseeees 
cata sae y ee eee el 
| Cn—1, C,, >» Can-2 
& ser 
[oie Ge eee G 
(36) Qan-1(— od at C, » Cs, > Cn+1 ’ 
E Dens aserceeSenes 
| Cn—1,C,, --+5 Can—e 





wobei die R, dieselbe Bedeutung wie in Formel (19) des § 1 haben. Da 
die Formeln bereits bekannt sind **), verzichten wir auf die ausfiihrliche 
Angabe des Beweises und begniigen uns mit dem Hinweis, daB sie aus 
den Beziehungen 

(37) S{u’Qen-1(—u)}=0 (v»=0,1,...,—2), 

Pon-1(0)=1, Qen-1(0) = 0 
mutatis mutandis ebenso hergeleitet werden wie die Determinantendar- 
stellungen (18) und (20) des § 1 aus (15). (Die Beziehungen (37) folgen 
unmittelbar aus (15) wegen (27)). 
3. Wir fiihren noch weitere Polynome 





' Un Ve Pan 
(88) Pan(2)= FCG» Qanl®)—= Foy? Genta = Kal®) 


%) Vgl. Stieltjes, 8, S. 26—28. 
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ein, um zwischen den Polynomen P2,_-:(z), Pon(z), Pansi(z) baw. 
Qen-1 (2), Qan (2%), Qensi(z) Rekursionsformeln aufzustellen. Man beachte 
iibrigens, da8 wihrend der Quotient eae = 
Polynome P,,(z) und Q,,(z) nur einen Sinn haben, wenn V,(0) oder, 
was dasselbe ist, wenn die Determinante B, von 0 verschieden ist. 





K,,(z) immer existiert, die 


An die Spitze dieser Betrachtung stellen wir eine Gruppe von For- 
meln, die von der einschriankenden Voraussetzung B, + 0 noch nicht ab- 
hangen und uns auch spiter wichtige Dienste leisten werden **). 





n—1 
F Va (2) Va-1(w) —Va(M) Va—a(2) _ _ 9) YT Volz) Ve (ms) 
(39) , == (z “eo oe 
a-—i 
U,(#) Va—1(%)— Va (4) Un—1 (2) _ _ \ Yt Ur (2) Ve (u) 
(40) a oo alee carer =1+(2 “ms a. 
n—1 
Vs (2)Unas (4) —Us (w)Un—s(#) (gy) $1Ur(2)Uo(w) 
(41) - =(s—#) 2, —7 


An-1 = 


Wir geben hier nur den Beweis von Formel (40) an, da sich die For- 
meln (39) und (41) in derselben Weise verifizieren lassen. 
Fiir » = 0 wird mit Riicksicht auf die Rekursionsformeln (4) 


U, (2) Vo (%) —V, (4) Uy (2) _ 


; 1. 
Nun ist aber 
n—1 
Un(#) Vn—a (4) — Va (4) Un—a (2) _ 5 5 $7 (Ur+a (2) Vo (u) — Vota (us) Ur (2) 
An-1 eee fd \ Ay 


_ Us () Vo—s (%) — Vo (u) Ur—a (£)) 
Ay-4 / 


und weiter 


Uv+1 (2) Vr (uw) — Vr+a(u)Uy(z) Uy (2) Vo—1 (w)— Ve (u) Uy—1 (2) 





Ay 4y-1 


=(z— og) Zale) Ve Cs) 


ay 


wie man leicht nachpriift, indem man fiir die Polynome U,,,(z) und 
V,4i(«) ihre sich aus den Rekursionsformeln (4) ergebenden Werte ein- 
setzt. Damit ist die Formel (40) bewiesen. 


*3) Formel (39) findet sich fiir den speziellen Fall, daB die Naherungsnenner 
V,(z) bis auf einen konstanten Faktor gleich den Legendreschen Polynomen sind, 
zuerst in einer Arbeit von E. B. Christoffel: ,Uber die GauSsche Quadratur und eine 
Verallgemeinerung derselben“, Journ. f. r. u. angew. Math. 55 (1858), S. 61-82. Vgl. 
insbes. 8. 73. Vgl. auBerdem Perron, Lehrbuch, 8. 381. 








fi 
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Setzt man in (39) und (40) u=0, so erhalt man fiir Q),_:(z) 
und P;,-;(z) die Darstellungen 


n—1 
Pon-1(2) = 1+ 25) Oe), 
v=1 


(42) sod 
| Qen-1 (2%) = 3) Ores) 
oder auch v=0 
Pan-a(2) = 2 GED Un-s() + Pon-a(®) 
(43) 


Qun-1(2) = 2 2°) V,_, (2) + Qrn-s(2). 


Diese Formel la8t erkennen, daB, falls V,_,(0)=—0 ist, Py,~,(z) 
= Pon_3(z), Qen-1 (2) = Qan-3(z), also wegen (29) 
(44) Pon—1 (2) pra U,-; (2) i Pyn—s (2) 


Gang) Venct®) Ghacatt? 





wird. 
Setzt man nunmehr 


(45) Gent, = ¥e{®) =o (vgl. (16) und (18)), 


so folgen, wenn V,(0)+ 0 ist, aus (38), (43) und (45) die Rekursions- 
formeln 


(46) Pons1(Z) = Gonyi2 Pon(z) + Poa-s (2), 
Qents (z) = Gon+12 Qen(z) + Qan-1 (2). 
Aus den unmittelbar evidenten Formeln 
Un(2) _ Un-s (2) __ Va-1 (0) Un (2) — Vn (0) Uns (2) 
V, (0) Va-,(0) V, (0) Va, (0) . 
Vn(2) _ Vans(2) _ Vas (0) Va(2)— Vn (0) Vas (2) 


10) teat V, (0) Vn, (0) 











folgt wegen (27) und (38), wenn V,(0) und V,_,(0) beide von Null ver- 
schieden sind und 
ae aes 
(47) Fan = V0) Ve-r(0) te 
gesetzt wird, 


48 Pan (2) = Gon Pons (2) + Pano (2) 
5) . 
Qun(Z) = dan Qan—1(2) + Qon—a (2)- 


4, Man setze nunmehr weiter voraus, daB die in Formel (30) definierten 
Determinanten B,, fiir alle Werte des Index m von Null verschieden 
sind, oder, was das Gleiche bedeutet, daB die Polynome V,,(z) fiir alle m 
an der Stelle z= 0 nicht verschwinden. Dann werden siamtliche in den 

Mathematische Annalen. LXXXI. 17 
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Formeln (45) und (47) definierten Koeffizienten a,,,, und a,, endliche 
reelle von Null verschiedene Zahlen. Es folgt daher aus den Rekursions- 
formeln (46) und (48), die nunmehr fiir jeden Wert des Index n einen 
Sinn haben, daB die Polynome Py,_,(z), Qan—1(z), baw. Pon(z), Qen(z) 
Zahler und Nenner der Naherungsbriiche 2m —1-ter bzw. 2n-ter Ordnung 
des Kettenbruchs 
(49) 8(s)—25,1 1 

a+. 
mln = 
sind. 

Der Kettenbruch §(z) ist hier aus dem Kettenbruch K(z) abgeleitet 


worden, Er erscheint also derselben Potenzreihe % (=) zugeordnet wie 
der Kettenbruch K(z). Der Zusammenhang der Entwicklungen fiir 


‘n) (n) 
Pon(t)  %  % 


— ee 
P. a 
Qon—1 (4) = z z* nic, 








mit der Potenzreihe % (=) ist in den Formeln (6) und (33) klar gestellt. 


Ubrigens la8t sich der Kettenbruch S(z) auch durch ein passend 
angeordnetes formales Divisionsverfahren unmittelbar aus der Potenzreihe 
» (= ) herleiten, wofern nur sémtliche Koeffizientendeterminanten C,, und 
B,, von 0 verschieden sind. 

Umgekehrt kann man zu jedem Kettenbruch S(z) der Form (49) 
mit reellen von Null verschiedenen Koeffizienten a, — auf ahnliche Weise 
wie in § 1 zu jedem Kettenbruch K(z) der Form (3) — eine Potenzreihe 
Dt) (=) finden, aus der wiederum S(z) in der angegebenen Weise gewonnen 
werden kann, das heiBt erstens: die Hankelschen Determinanten C,, und B,,, 
die aus den Koeffizienten c, der aus S(z) abgeleiteten Potenzreihe gebildet 
sind, sind fiir alle m von Null verschieden; zweitens: die Koeffizienten 
@y n+, und a,, des Kettenbruchs S (z) werden wieder durch die Determinanten- 
quotienten (45) und (47) dargestellt**). Bestimmt man also den Ketten- 


*) Vgl. Stieltjes 8, S.18—19 und §. 26; Perron, Lehrbuch, S. 302—306. Noch 
einfacher vielleicht beweist man die eineindeutige Korrespondenz zwischen dem Ketten- 


bruch §(#) der Gestalt (49) und der Potenzreihe % (=), indem man zeigt, daB sich 
jedem Kettenbruch S(z) ein Kettenbruch K(z) der Gestalt (3) zuordnen la8t, dessen 


Naherungsbriiche n-ter Ordnung gleich oe sind, und aus dem sich umgekehrt 
aa 
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bruch K(z), der mit der aus S(z) abgeleiteten Potenzreihe assoziiert ist, 
und konstruiert man wiederum mit Hilfe von K(z) in der angegebenen 
Weise den Kettenbruch S*(z) der Form (49), der wegen OC, +0, B+ 0 
fiir alle m sicher existiert, so ist der so gewonnene Kettenbruch S . (z) gleich 
dem urspriinglichen Kettenbruch S(z); denn fiir die Koeffizienten a},., 
und aj, von S*(z) gelten die gleichen Darstellungen (45) und (47) durch 
Determinantenquotienten wie fiir die Koeffizienten a,,,, und a,, von S(z). 
Wir verzichten indessen darauf, den Beweis dieses oft dargestellten Satzes 
genauer auszufiihren, zumal wir ihn nur selten (erst im Teil IT) benutzen 
werden. 

Nennen wir Kettenbruch und Potenzreihe, die in der eben beschrie- 
benen Beziehung zueinander stehen, nach Herrn Perron miteinander 
korrespondierend, so gilt der Satz: 


Satz IV. Aus jeder Potenzreihe 8 (+), deren Koeffizientendeter- 
minanten C,, und B,, sdmtlich von Null verschieden sind, lapt sich ein 
mit thr korrespondierender Kettenbruch S(z) ableiten und umgekehrit aus 


jedem Ketienbruch 8 (z) der Form(49) eine Potenzreihe B () der Form (1), 


deren Koeffizientendeterminanten C,, und B,, von Null verschieden 
sind und die mit S(z) korrespondierend ist. 

Die Bedingung B,, +0 fiir alle m kann auch durch die mit ihr 
iquivalente Bedingung V,,(0) +0 fiir alle m ersetzt werden. 

5. Wir lassen die Annahme B,, + 0 wieder fallen, wollen aber nunmehr 
simtliche Determinanten C,, > 0 voraussetzen; K(z) sei also mit einer 
positiv definiten Potenzreihe assoziiert. Diese Voraussetzung ist offenbar 
notwendig und hinreichend, damit die in (45) definierten GréBen a,,,, 
simtlich > 0 sind. 

Es folgt auBerdem aus Satz III, daB auch die verallgemeinerten 
Naherungsbriiche K,(z; ¢) von K(z) fiir jeden festen reellen Wert von ¢ 
sich in Partialbriiche der Form (22) mit reellen einfachen Polen und 
positiven Residuen zerlegen lassen: 

n 


(50) K,,(2; t)= > 


v=1 


N’™ (¢) 
2+4™(¢)’ 





wiederum der urspriingliche Kettenbruch S(z) in der angegebenen Weise ableiten laBt. 
Dem Kettenbruch S(z) ordne man nunmehr die Potenzreihe $ >) ™ die mit dem 
zu S(z) gehérigen Kettenbruch K (z) assoziiert ist. Da, wie im § 1 gezeigt wurde, die 
Zuordnung von K(z) und § (+) eineindeutig ist, so mu8 auch die Zuordnung von 
S(z) und 8 () eineindeutig sein. 


17* 
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denn K, (z;#) kann als n-ter Naherungsbruch eines Kettenbruchs K*(z) 
aufgefaBt werden, der aus K(z) gewonnen wird, indem man den einen 
Koeffizienten J, durch 1, + ¢ ersetzt. Nach Satz II ist aber auch K*(z) 
mit einer positiv definiten Potenzreihe assoziiert. 


Insbesondere hat man wegen (28), wenn B,_, + 0 ist, 


Pz) m@® TS Me 


@n- ee 
(51) a : — 2+)’ 
und wenn B,_, = 0 ist, wegen (29) 

P,,-,(2) M® a—-s Mi) 


(52) 








Qen-a(#) _ 2+@ fa) 


Hierbei bedeuten die w) reelle von Null verschiedene Zahlen und die 
mM” positive reelle Zahlen. 

Aus der Partialbruchzerlegung (51) bzw. (52) ergeben sich einfache 
Summendarstellungen fiir die Koeffizienten y™ der Potenzreihenentwick- 
Po_—1 (2) . 


Qen 4 (2) 





lung (32) von 


o ne mM *) +2M mM”), 
yi -2 mM” (a ™ \ (pn _ 1). 


Beriicksichtigt man im Falle B,_,+0 die Formeln (33) und im Falle 
B,-1 = 0 die Formeln (34), so tog man auch fiir die ersten 2 — 1 Koef- 


fizienten c, der Potenzreihe x (- 1) Darstellungen durch endliche Summen, 
und zwar wird*): 


I. Im Falle B,_; + 0 
n—1 
¢ = mM” +> mM”, 
v=1 


=> M(o™) (4=1,2,...,2n—2). 





*) Einen Beweis fiir diese Darstellung der Koeffizienten c, ohne Benutzung der 
Kettenbriiche findet man in einer Arbeit von Herrn E. Fischer: ,,Uber das Carathéo- 
dorysche Problem Potenzreihen mit positivem reellen Teil betreffend.“ Rend. del 
Ciro. mat. di Palermo 32 (1911), S. 240—256, vgl. insbes. S. 244—248. 
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II. Im Falle B,_, = 0 





n-2 
= MM + D7 M, 
v=1 
n-2 
v=1 
n-2 
Cen—2 = 4y-1 +2, mu” (w™)**-* 
vy=1 


§ 3. 
Eigentlich und uneigentlich definite quadratische Formen. 
1. Wir werden im folgenden oft Gelegenheit haben, neben der for- 


malen Potenzreihe % (+) die formale quadratische Form der unendlich 


vielen Veranderlichen z,, 2,, 2, ... 


F(z)= e Cru Li Bn 
“x=0 
zu betrachten. Wir nennen die Form F(x) mit der Potenzreihe g (+) 
und dem zugehérigen Kettenbruch K (z) assoziiert. 


Definition II. Die formale quadratische Form F(x) = Bs Cru Be Lu 


.x=0 


heift positiv definit, wenn thre sdmilichen Abschnittsformen 
n—1 
F(z) =»! oe ae 
positiv definit sind. a 

Demnach ist nach bekannten fundamentalen Satzen aus der Theorie 
der quadratischen Formen endlich vieler Verinderlicher die Form F(z) 
dann und nur dann positiv definit, wenn siamtliche Koeffizienten- 
determinanten C,, > 0 sind. Also ist nach Definition I eine positiv definite 
Form F(z) stets mit einer positiv definiten Potenzreihe § € ) assoziiert 
und umgekehrt. 

Vermittelst der Formeln (53) und (54) lassen sich im positiv definiten 
Falle die Abschnittsformen F(x) als Summen von Quadraten mit positiven 
Koeffizienten darstellen. Es ergibt sich namlich: 

I. Im Falle B,_; +0 

n—1 
(55) F,(z)=M™ 2? +>, mM” (ot as, +...+(a@ ee 


v=1 
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Il. Im Falle B,_,—0 


+>, M.” (a+ 2, + oof (ol)? g-1)’. 


v=1 


(56) F, (x)= M” x2 + 4,-:2% , 


Aus (55) bzw. (56) folgert man leicht den 

Satz V*). Die positiv definite Form F,(z) nimmt im Raum von 
n Dimensionen der Verdnderlichen x,, Z,,...,; %,-1 auf der n-1 dimen- 
sionalen Ebene x,—1 den Wert M” als Minimum an. 

Beweis. IL. Im Falle B,_, +0 schlieBt man aus Formel (55), dab 
fir z,=— 1 

F,(z)>M™ 

ist, da F(x) —M™ gleich einer nicht negativen Summe ist. Man setze 
nunmehr fiir die Verinderlichen z,, 2, ..., Z,-1 in F,,(z) diejenigen Werte 
ein, die den n—1 linearen inhomogenen Gleichungen 


w™ x, +(a)* 2+... +(w)* a, =—1 (v=1,2,...,.n—1) 


geniigen. Diese Gleichungen besitzen eine Lésung, da ihre Determinaate 
als Vandermondesche Determinante von Null verschieden ist. Dann ist 
offenbar fiir z, = 1 

F,(x)=M™. 


II. Im Falle B,_, = 0 folgt aus (56) ebenso wie im Falle I, dab 
fiir x, = 1 
F,(z)>M" 
ist. 
Man bestimme nunmehr fiir die Veranderlichen z,, z,,..., %,-3 die- 
jenigen Werte, die den n — 2 linearen Gleichungen 


, , s.an® { (n)\"*—2 P ‘ 
ao” z, — (ws) Ze Tk coe (w.”) La-2 = —]| (y = % 3. coog Bt ™ 2) 


geniigen und setze sie nebst 4—1, %-:=—0 in F(z) ein; dann ist 
offenbar ms 
F,(z)=M”", 


und damit ist Satz V bewiesen. 
2. Nach der Cauchyschen Residuenformel ist 


m® — Pea-1(0) 











Qan-1(0) 
Aus (31) und (42) ergibt sich mithin 
(57) pA” an —, 1 « -_. ms 8 
Qan—1 (0) Vv (0) Mn 
A, 


v=0 


**) Vgl. Stieltjes 8, S. 113-114. Sein Beweis ist von dem des Textes ver- 
schieden. 
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wenn mit Riicksicht auf (45) 


n—1 
(58) 4, = D>) dav = Qin—1(0) 
v=0 
gesetzt wird. 
Formel (57) laBt erkennen, da8 die Zahlen M™ mit wachsendem n 
nie zunehmen kénnen, was iibrigens auch direkt aus der Minimumseigen- 
schaft der Zahlen M™ folgt. 


Da, wie aus Formel (7) geschlossen wurde, nicht gleichzeitig V,_; (0) 
und V,_2(0) verschwinden kann, so folgt aus V,_:(0)=0, 


mM” cas mM*-») < mM*-*. 


Mithin nahert sich die beschrankte monotone Folge von Zahlen M™ an 
wachsendem n einem Grenzwert M, der kleiner als alle Zahlen M™ is 


(59) M<M™, 
Da die Zahlen M™ alle positiv sind, so ist M>0O, und zwar ist 
wegen (57) M>0, wenn >» Q2r41 -3 5 ve 2 konvergiert, M=0, wenn 


v=0 


x 


>) a, +1 divergiert. 
7r=0 


Definition III. Die positiv definite quadratische Form F(z) 
= D> Stn% z, heiBt eigentlich oder uneigentlich defunst, je nachdem der 


s,”x=0 
Grenzwert M der Minima M™ der zugehdrigen Abschnittsformen auf der 
Ebene x, =1 gréBer oder gleich Null ist. 
Satz VI. Die positiv definite Form Fix) ist esgentlich oder un- 
eigentlich definit, je nachdem die zugehérige Reihe » eae = Ve (0) 


y 
v=0 v=0 





konvergiert oder divergiert. 

Ist F(x) eine eigentlich definite Form, so ist die Form F(x) — Mzj, 
uneigentlich definit. 

Ist N>M, so ist (auch im Falle M=0) F(x)—Na? keine defi- 
nite Form mehr. 

Beweis. Der erste Teil des Satzes ist bereits bewiesen. 

Da wegen (59) M™ —M>0 ist, so ist auch F(x)— Maz? eine 
positiv definite Form, deren Abschnittsformen F,(z)—Ma? auf der 
Ebene z,=1 offenbar das Minimum M” —M annehmen. Andererseits 
ist aber lim M” —M=0, also ist F(x)— Ma? eine uneigentlich de- 


a=@ 


finite Form. 
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Ist N > M, so muB wegen lim M” = M eine Zahl M™ <N existieren. 


Dann ist aber die m-te Abschnittsform F(z) — Nz? keine definite Form 
mehr, da sie auf der Ebene z,—1 jedenfalls den Wert M™ —N<0 
annimmt. Mithin ist wegen Definition II auch die Form F(z) — Nz? 
nicht mehr definit, w. z. b. w. 


§ 4. 
Eine spezielle Transformation von Potenzreihe und Kettenbruch. 
1. Es sei x (=) eine Potenzreihe der Form (1), deren zugehérige 


Koeffizientendeterminanten C,, simtlich von Null verschieden sein mégen, 
so daB also der mit $ (7) assoziierte Kettenbruch X (z) existiert. 


Ist A eine beliebige reelle Zahl, so substituieren wir z+ fiir z und 
betrachten die transformierte Potenzreihe *’) 








1 ‘ “ Y Cy mw {1 \ . y Cy 
ZB wv) ee D(a hy? ) = >"(—1) 7 
8 (cha) - Say aie 80) Sw 
wobei nach bekannten Transformationsformeln 
(60) é, = 6, + (5) Ac, +- (3) ee +...+ (") 2 Cy 
gesetzt ist. 


Satz VIIL™). Der Kettenbruch 
(61) K(s) = K(s+4)=—_4— Sei Rt ae 


ist mit der Potenzreihe B (~) assoziiert. 
Ist ferner & ( ~) eine positiv definite Potenzreithe, so ist auch die 
\ 
transformierte Potenzreihe J ( -) positiv definit. 


Beweis. Man betrachte die Potenzreihe, in die sich fir hinreichend 
groBe Werte von |z| der n-te Naherungsbruch von K (z) 





entwickeln la8t. Andererseits ist offenbar wegen (61) und (6) 
(nm) 

8) F.@)—K,(6+2—-2.— —4..+...—-— Se 

> ) a (#) n(@+ ) z+4 aay? (e+dy®™ * (qatar 








*7) Vgl. Stieltjes 9, S. 27; vgl. auch Perron, Lehrbuch, 8. 888—339. 

**) O. Sz4sz: ,Bemerkungen zu Herrn Perrons Erweiterung eines Markofischen 
Satzes iiber die Konvergenz gewisser Kettenbriiche*, Math. Ann. 76 (1915), 8S. 301—814; 
vgl. insbes. 8. 304—305. 
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Die Koeffizienten @,” lassen sich demnach aus den Koeffizienten ¢” gleich- 
falls vermittelst der Transformationsformel (60) berechnen. Nun hingt 
aber 2” nur von denjenigen Koeffizienten c.” ab, deren unterer Index 
“<-» ist. Daraus folgt aber wegen (6) 


t= @, (»=0,1,...,2m—1). 


Nach den Ausfiihrungen der Abschnitte 1. und 2. des §1 ist aber 
diese Koeffizienteneigenschaft der Naherungsbriiche die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, da8 Potenzreihe und Kettenbruch mitein- 
ander assoziiert sind. Hiermit ist die erste Behauptung des Satzes VII 
bewiesen. 

Aus der Form von (61) ist unmittelbar ersichtlich, daB die Koeffi- 
zienten k, des mit der transformierten Potenzreihe assoziierten Ketten- 
bruchs K(z) gleich k, und damit auch wegen (8) die GréBen 


(63) A, — A 
sind. 


Es ist also nach Satz IT des § 1 die transformierte Potenzreihe 3 (=) dann 


und nur dann definit, wenn auch die urspriingliche Potenzreihe (+) 
positiv definit ist; w. z. b. w. 


Aus Formel (62) folgt, wenn mit U,(z) bzw. V,(z) Zahler bzw. Nenner 
des Naherungsbruchs K,(z) bezeichnet wird, daB die Polynome U, (z) 
bzw. V,,(z) bis auf einen konstanten Faktor mit U,(z+A) baw. V,(z+4) 
iibereinstimmen. Den konstanten Faktor erhalt man, indem man beriick- 
sichtigt, daS der Koeffizient von z” in V,(z) gleich 1 sein mu’. Nun 
ist aber offenbar in V,,(z-+4) der Koeffizient von z” von selbst gleich 1, 
mithin 
(64) U,(2)=U,(2+4);  V,(2)=V,(2 +2). 

Mit Hilfe dieser Formeln laBt sich leicht angeben, wie sich die 
iibrigen GréBen des Kettenbruchs K(z) bei der betrachteten Substitution 
transformieren. 


2. Der Nutzen der angegebenen Transformation liegt vor allem darin, 
daB man durch sie die Existenz des korrespondierenden Kettenbruchs er- 
zwingen kann. Es gilt namlich der 


Satz VIIL Ze sei ¥ ( =) eine Potenzrethe, deren zugehdrige Koeffi- 
zientendeterminanten C’, sdmtlich von Null verschieden sind, und K (z) 
der mit ¥ ( ~) assoziierte Kettenbruch. Bezeichnet V,(z) den Nenner 
des Naherungsbruches n-ter Ordnung von K(z), so eaistiert der mit 
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ZR (2) = ea) korrespondierende Kettenbruch S(z) dann und nur 
dann, wenn die Werte von V,(z) fir z=4A fiir alle n von Null ver- 
schieden sind. 

Daher lapt sich in jedem noch so kleinen reellen Intervall a<z <b 
mindestens ein Wert z = i derart bestimmen, daf der mit & ( *) = (a) 
korrespondierende Kettenbruch S(z) existiert. 

Beweis. Nach Satz IV ist fiir die Existenz des mit der Potenz- 
reihe % (=) korrespondierenden Kettenbruchs S(z) notwendig und hin- 


reichend, da8 V,(0) fiir alle n von Null verschieden ist. Nun ist aber 
nach Formel (64) V,(0)— V,,(4) und daraus folgt unmittelbar die erste 
Behauptung des Satzes VIII. 

Die Menge aller im Intervall a<z<b enthaltenen Nullstellen der 
Polynome V,(z) ist héchstens abzaéhlbar unendlich, wahrend die Menge 
aller Punkte des Intervalls a < z < 6 von der Machtigkeit des Kontinuums 
ist. Es muB8 also im Innern des Intervalls mindestens ein Punkt z =i 
existieren, in dem V,(z) fiir keinen Wert des Index n verschwindet. Dann 
existiert aber nach dem bereits bewiesenen Teil des Satzes VIII der mit 
x (=) korrespondierende Kettenbruch S(z), w. z. b. w. 


Kapitel IL. 


Der Existenzsatz fiir das Momentenproblem. 


§ 5. 
Formulierung des Momentenproblems. 


1. In diesem Kapitel soll der Zusammenhang der bisher behandelten 
Kettenbriiche mit gewissen Integraldarstellungen untersucht werden, der 
von Stieltjes entdeckt wurde. Indessen wird in diesem Paragraphen die 
Beziehung zu den Kettenbriichen noch ganz beiseite gelassen, um den 
Leser zunachst mit den Stieltjesschen Integralbildungen und den sich 
daran anschlieBenden Fragestellungen bekannt zu machen. 

Definition IV. Eine im Intervall — co < u< co definierte nir- 
gends abnehmende reelle Funktion p(u) heiBi eine Belegungsfunktion. 

Fiir jedes beliebige endliche Intervall a<u<b ezxistieren die mit 
der Belegungsfunktion p~(u) gebildeten Stieltjesschen Integrale 


b : 
furde(u). 
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Existiert auBerdem noch der Grenzwert 


b +2 

lim Surdy(u) = furdg(u)=c,, 
@=-@ @ -2 

so heiBt c, das Moment v-ter Ordnung der Belegung dy(u). In diesem 

Falle werde die zugehdrige Belegungsfunktion y(u), die durch die Be- 

legung dgp(u) in den Stetigkettspunkten zundchst nur bis auf eine addi- 

tive Konstante bestimmt ist, ein fiir allemal durch die Beziehung 


definiert. 

Unter diesen Bedingungen werden endlich zwei Belegungen dp (u) 
und dw(u) nur dann als voneinander verschieden angesehen, wenn die 
zugehérigen Belegungsfunktionen y(u) und w(u) mindestens in einem 
Stetigkeitspunkte von —(u) nicht den gleichen Wert annehmen. 

Der Bezeichnung ,,Belegung“ fiir das Differential dg(u) liegt die 
Vorstellung zugrunde, da8 durch die Belegungsfunktion @(u) eine Massen- 
verteilung auf der Achse der reellen Zahlen charakterisiert wird, das heiBt: 
sind a <b zwei reelle Werte, so wird die Funktionsdifferenz gy (b) — (a) 
als MaB einer Masse gedeutet, die im Intervall a< uw<b verteilt ist **). 


Definition V. Jst die Stelle w=—A eine Unstetigkettsstelle der 
monotonen Funktion p(u), 80 nennen wir sie einen Kondensationspunkt 
der Belegung dy(u). Die Gréfe des Sprunges 

M = lim (4+ 8)— p(A— 8) = (A+ 0) — p(A— 0) 
6=0 


heiBt die im Kondensationspunkte u =i konzentrierte Masse, 

Die Stelle u=A heift eine Wachstumastelle der Belegungsfunktion 
y(u), wenn fiir jedes noch so kleine positive von Null verschiedene 6 

p(A+4)— p(A— 4) >0 

ist. Umgekehrit heiBt das Intervall a<u<b ein Konstanzintervall der 
Belegung dg(u), wenn 
' p(b—0)=¢(a+0) 
ast. 

2. Bevor wir das Stieltjessche Momentenproblem genauer formulieren, 
schicken wir den Beweis eines Satzes voraus, der es erméglicht, das 


Momentenproblem gleichzeitig in mehreren fiir uns niitzlichen Fassungen 
auszusprechen. 


%) Vgl. Stieltjes 8, S. 68—75. Vgl. auch die ausfiihrliche Darstellung der wich- 
tigsten Eigenschaften der Stieltjesschen Integrale bei Perron, Lehrbuch, 8. 362—374. 
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Definition VI. Jeder abgeschlossene, ganz im Endlichen gelegene 
Bereich der komplexen z- Ebene, der kein Stiick der Achse der reellen 
Zahlen enthalt, soll kurz ein Bereich vom Typus 2 genannt werden. 


Satz IX. Es sei p(u) eine Belegungsfunktion und es sei auferdem 
das Integral 


+2 


"de 

fe) =o 
in jedem Bereich der z-Ebene vom Typus 2 gleichmdfig konvergent*’); 
endlich sei in der bekannten Poincaréschen Bezeichnungsweise*') 


+2 


%) Existiert das Integral Sdg («), so ist die Belegung dy (u) durch die Funktion 
—@ 


f(z) eindeutig bestimmt, d.h.: sind die Belegungen dy(u) und dw(u) im Sinne der 
+2 

me " ‘ . 7 = ' "da (u) 

Definition IV voneinander verschieden, so kénnen auch die Funktionen | ry 
—2 


und ees nicht einander gleich sein. Vgl. Perron, Lehrbuch, S. 372—374. 
z+u 


Wird z=2z-+-ty gesetzt und ist Q ein Bereich, in dem y>0O, Q’ ein weiterer 


+2 


+x 


d . 
Bereich, in dem y <0 ist, so braucht das Integral ft? (w) in 2 und Q’ nicht die- 
Te 


—x 


selbe analytische Funktion darzustellen, sondern es ist méglich: 


1. daB die durch das Integral in 2 definierte Funktien sich iiberhaupt nicht 
iiber die Achse der reellen Zahlen hinaus fortsetzen JaBt. 


+2 


> 
2 


“ae P(u) ; . . ; 
Beispiel: f(z) - (#2 du, wo ®(u) eine reelle, nirgends negative Funktion 


-@ 
von u ist, die in keinem noch so kleinen Teilinterval] analytisch ist 
2. daB sich die durch das Integral in Q definierte Funktion zwar iiber die 


Achse der reellen Zahlen hinaus fortsetzen la8t, aber die Fortsetzung in 2’ nicht 
+@ 


“4 ; 
gleich dem Integral | €o \*) wird. 
z+u 
—2 
+x 
ea ' e~“* d 
Beispiel: f(z) (5 u 
-@ 
Im folgenden soll unter f(z) immer diejenige Funktion verstanden werden, die 
+2 


in Q bzw. Q’ gleich dem Integral { “* (w) ist, so daB in den eben charakterisierten 
+ 


—@ 
Fallen f(z) fir y>0O eine andere analytische Funktion bedeutet als fir y< 0 
Der Satz IX scheint uns neu zu sein. 


Schiu6 von FuGnote 30 und FuSnote 31 auf der néchsten Seite 
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(65) f(z)~ (4) = s- 7 > 


) rie 





wenn man z lange der Achse der positiv imagindren Zahlen iiber alle 
Grenzen wachsen laft. Dann ezxistieren die Momente aller Ordnungen 
der Belegung dy(u) und es wird 


(66) f urdo(u) = 


Umgekehrt: Existieren die Momente c, jeder Ordnung der Belegung 


+o 





dgy(u), so tet f (2) = (22 eine in jedem Bereiche vom Typus Q 


reguldre analytische Funktion, und man hat 


f(z)~ (=), 
wenn man z im Innern des Winkelraums 
(67) d<Sarmzsna-—d bow. —az+dSargze<—s 
tiber alle Grenzen wachsen laft. 
Beweis: 


I. Der zweite Teil des Satzes [IX ist leicht zu beweisen. Aus der 
Existenz der Integrale (66) folgt offenbar, daB das Integral fee 


jedem Bereich vom Typus Q der z-Ebene absolut und guichenbhig kon- 
vergiert und daher nach einem bekannten Fundamentalsatz von Weier- 
straB dort eine regulire analytische Funktion darstellt; denn es ist 


Ss <1 few 


wenn mit o die kiirzeste Entfernung der Achse der reellen Zahlen von 
dem ins Auge gefaBten Bereich vom Typus 22 bezeichnet wird. 


+ 


d 


|de(u)) — 
JI z+4 


— 





+2 
Statt der gleichmaBigen Konvergenz des Integrals fee in jedem Bereich 


—@ 
der z-Ebene vom Typus 2 geniigt es hier iibrigens, die gewéhnliche Konvergenz 
des Integrals fiir z=iy, y >0O vorauszusetzen. 


**) Den Sinn dieser oft angewandten Bezeichnungsweise erklart die Definitions- 
gleichung (70) der asymptotischen Beziehung auf 8. 270. 
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Andererseits ist 


+2 +2 
Sde(u)  Sudy(u) 


i 





(68) f(z)= 





i z ~— ———_— 7 2s 
a—id .a 
— » PO) (* fardo(u) 
mA ) 2* 2* z+u 


AuBerdem ist fiir jeden Punkt des Winkelraums (67 ) 








z | 1 
2+u|=sind’ 
folglich 
+ | 
fe Ps u"dg(u) 
(69) [GP | ee) <=. 
| 2 z+u |= \2|***sind 


Aus (66), (68) und (69) ergibt sich aber 


out ude (u)| — ce 
a z+u|=J/z\ sind’ 


-s@ 


a/ Co Cy, , \8—1 Cu —; \ 
Tis) — 243 — ...—(— 1) a} 





und daraus folgt bei festem n fiir das Innere des Winkelraums (67 ) 


(70) hima" (f(z) — + 3 —... —(—1)""* S$) = 0. 


n 
z=@ s 


Dies ist aber bekanntlich die Poincarésche Definitionsgleichung fiir die 
Beziehung (65). 

II. Den Beweis des ersten Teiles von Satz IX zerlegen wir in mehrere 
Schritte. 


+@ 
(a) Beweis, dap fdqy(u)=c, ist. 
Aus der Voraussetzung (65) f(z) ~ $ (2) fir z= ty folgt 


lim iy | ¢¢(*) _ 
y=@2 ty+u 


Betrachtet man den reellen Teil **) 


w (iy { 22%) ~ fee, 








®) Ist a=a+éf, so werde uater R(a) der reelle Teil a von a verstanden. 
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so ergibt sich, da c, reell ist, 





wie ale 


+o 
(71) lim $y 7 ( ty)= =lim { 


Gchen wir von der Annahme aus, das ania fa u) sel divergent 


oder, falls es existiert, >c,, so miBten sich, da dg(u) nirgends negativ 
ist, zwei reelle Konstanten a und 6 von der Beschaffenheit bestimmen 
lassen, daB auch 


b 
(72) J dey(u)>e 
ist. 
Nun ist aber fiir das — langs des endlichen Intervalls 


fen =n fe <n fea c, (wegen (71) 
y=e olt+G 


im Widerspruch mit der aus unserer eal gezogenen Folgerung (72). 
Es ist also 


(78) fdg(u)—ch<aq. 
Andererseits ist aber fiir alle y 
+2 + 
[#22 <faocw), 
—-@ ty -@2 


also auch fiir den Grenzfall y= co wegen (71) 
 S%; 


d.h. aber in Verbindung mit (73) 


+0 
(74) Sdg(u)=cy. 


+@ 
(8) Beweis, dap Sf utde(u) == ¢, tet. 
Setzt man 


f,(2) = —2(f(z)—*), 


so ergibt sich offenbar wegen (68), indem man die bereits bewiesene 
Beziehung (74) benutzt, fiir f,(z) die Darstellung 


+@ 


f,(2) = [42% 


z+4 
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ferner geniigt f,(z) wegen der Voraussetzung (65) der asymptotischen 
Beziehung 


c 
(75) f.(éy) ~ —iy(B(2) — 8), 
insbesondere ist 
lim iy f, (iy) = ¢,. 
yee 


Nun erhalt man aber, wenn man Real- und Imaginarteil voneinander 
trennt, 





dy ( ) utdy(u) 
(76) iyf,(iy)= ~ jeer 4 ivf ar 
also, da c, reell ist, 
+@ 
lim rete 
yao, 1+-, 
oder anders geschrieben 
+@ 
(77) seo () 6, +G(y), 
© thins 
“eo lth 


wo G(y) eine reelle Funktion von y bedeutet, die mit unbeschrinkt 
wachsendem y gegen 0 konvergiert. 


Andererseits folgt aber aus (75) auch 
lim — ty (ty f, (ty) — ¢,) = ¢. 
y=@ 


Wegen (76) und (77) kann man aber den Ausdruck linkerhand um- 
formen und erhilt 
+o 


tim ~iy| (@(y) + iy feos) tim ( J“ fe (8) _ iy@ (y) )\=« 





\—@ +. 


oder indem man wieder Real- und Imaginarteil voneinander trennt, 


+2 


. u*dg(u) 
lim ———1 =&- 
y=@ so ato 


Aus dieser Beziehung ergibt sich aber, da u*dq(u) im Intervall 
—co<u<oo nirgends negativ ist, 


+2 
JSutdy(u)= 


in derselben Weise wie in (a) die Beziehung (74) aus (71) abgeleitet wurde. 








Ke 


da 
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(y) Beweis, daB fudg (u)=c, tei. 


T2 


Aus der Konvergenz des Integrals f u*dq(u) folgt unmittelbar die 


+2 
Konvergenz von f u\dp(u); denn fiir |u| >1 ist |u| < uw. 


Nun ist aber 


xz x 
udg(t) 
ees < | udy(u); 
q° = . . 
e . 
0 ] T ry ( 
y? 
x 
udg(u) . é 
da ferner | ——;* mit wachsendem y monoton wichst, so mu8 der 
0 l 2 
Grenzwert 
x 
: udgo(u 
lim — 
y ae 1 “* 
, 
y* 


existieren, und man schlieBt nunmehr ebenso wie unter («), da udg(u 
im Intervall 0 < u < oo nirgends negativ ist, daB 





x « 
° u d« (uu) 
lim | a = udg(u 
yer) 44 u J 
y* 
ist. Ebenso ergibt sich 
0 0 
. udgy(u) 
lim 7 = | ud u), 
y=m ¢ e 
—2 ba y? —Zx 


und aus beiden Beziehungen zusammen erhalt man wegen (77) 





+ +o 
, udgy(u) 
lim a = [ udg (w)=c,. 
y-= v "ip 2s . 
—X y? —2x 


(5) Beweis der Momentengleichungen (66) fiir alle nicht negativen ganz- 
zahligen Werte von yr. 


Es seien die Beziehungen (66) fiir » 0, 1,..., 2m —1 bereits be- 
wiesen, dann ergibt sich aus (68), wenn wir die Belegung u?*dq(u) mit 
dyw(u) bezeichnen, 








+@ 
of. C Gece ( 3 dy(u) 
f(z)= “ae zitees— za" + oe f 2, 
-@ 
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und wegen der Voraussetzung (65) 


+2 
dy(%) » “ontr 
Sl~2-0 se 


Aus dieser Beziehung folgt aber nach dem, was unter (a) und (y) be- 
wiesen ist, 


Say (u) = Jurrdg(u) = con, 


+@ +2 
J udy(u) = Jur*tde(u) = Conti: 


Mit anderen Worten: wenn die Beziehungen (66) fiir »=0,1,...,2n—1 
richtig sind, so sind sie auch fir » = 2n und » = 2n-+-1 richtig. Daraus 
folgt aber, da diese Beziehungen in (a) und (y) bereits fir »—0 und 
»=1 bewiesen wurden, die Giiltigkeit von (66) fiir alle ». W.z. b. w. 

3. Definition VIL Es sei eine unendliche Folge reeller Zahlen 
Cy, Cy, Cy,-.. vorgelegt. Dann nennt man das dieser Folge zugeordnete 
Momentenproblem die Frage nach einer im Intervall — co < u < co de- 
finierten Belegungsfunktion mit unendlich vielen Wachstumsstellen*) (im 
Sinne der Definitionen IV und V) von der Beschaffenheit, daB die 
Momente aller Ordnungen der zugehdrigen Belegung dy(u) existieren 
und die Beziehungen 


(66) c, = fudge (u) 
bestehen. ies 


Das Momentenproblem heift bestimmt oder unbestimmt, je nachdem 
eine einzige oder mehrere im Sinne der Definition IV voneinander ver- 
schiedene Belegungen dp(u) existieren, die den Beziehungen (66) ge- 
niigen. 

Stieltjes™) hat das Momentenproblem enger formuliert (vgl. Ab- 
schnitt 4. und 5. der Einleitung), indem er verlangt, daB die Koeffizi- 
enten c, nicht durch die Integrale (66), sondern durch die spezielleren 


Cy = fwrdg(u) 





**) Die Bedingung, da8 die Belegungsfunktion y (u) unendlich viele Wachstums- 
stellen hat, dient nur dazu, den trivialen Fall auszuschalten, daB die aus den Ko- 
effizienten c, gebildeten Hankelschen Determinanten C,, fiir alle m>n simtlich ver- 
schwinden und der assoziierte Kettenbruch K(z) nicht mehr unendlich ist. 

*) Vgl. Stieltjes 8, S. 48—49, vgl. auch Perron, Lehrbuch, 8. 415—416. 








> & & 4. 


a 
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dargestellt werden. In dem Umstande, da8 hier Belegungen nicht nur 
auf der Achse der positiven Zahlen, sondern auf der gesamten reellen 
Achse als Lésungen zugelassen werden, besteht die in der vorliegenden 
Arbeit untersuchte Erweiterung des Stieltjesschen Momentenproblems. 

Der Satz IX erméglicht eine andere mehr funktionentheoretische 
Formulierung des Momentenproblems, die das selbstandige Interesse, das 
dieses Problem beansprucht, besser hervortreten 1aBt. 


Definition VII’. Ee sei eine formale Potenareihe (+) der Gestalt 


(1) vorgelegt. Dann soll unter dem der Potenzreihe $ (=) zugeordneten 
Momentenproblem die Frage nach einer Belegungsfunktion p(u) mit 
unendlich vielen Wachstumsstellen verstanden werden, die den beiden 
Bedingungen geniigt: 


+@ 


1. Die mit diesem p(u) gebildete Funktion f(z) = faese soll in 


jedem Bereich der z-Ebene vom Typus 2 regular analytisch sein. 

2. Die Funktion f(z) soll im Innern des Winkelraums (67) der 

Beziehung 
f(z) ~ 8 (5) 
genugen. 

Aus Satz IX folgt unmittelbar, daB dann und nur dann, wenn die 
Belegung dqy(u) diesen beiden Bedingungen geniigt, die Momente dieser 
Belegung gleich den Koeffizienten c, werden, so daB also die in den De- 
finitionen VII und VII’ angegebenen Formulierungen einander aquivalent sind. 


Betrachtet man die mit ¥ (2) assoziierte formale quadratische Form 


F(z)= fx Ci+n% Z%,, 80 gestatten die Momentengleichungen (66) eine 
t,x=0 


charakteristische Normaldarstellung der Form F(z), die sich als eine ge- 
wisse Verallgemeinerung der Darstellung (55) bzw. (56) der Abschnitts- 
formen F(x) auffassen laé8t. Es ergibt sich nimlich, wie eine leichte 
formale Rechnung zeigt, 


+2 


(78) F(x)= f (a, +uz,+u'x, +...)*do(u). 


Benutzt man diesen Umstand, so gelingt es, das Momentenproblem 
auch sinngema8 der Form F(a) zuzuordnen. 


Definition VII": Hs sei eine formale quadratische Form 
P (2) = >) C.4n BX vorgelegt. Unter dem dieser Form F(x) zugeord- 


t,*x=0 
neten Momentenproblem soll die Frage nach einer Belegungsfunktion 
18* 
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p(u) mit unendlich vielen Wachstumsstellen verstanden werden, ver- 
mittelst der sich F(x) in der Gestalt (78) darstellen lat. 

Offenbar ist auch diese dritte Fassung des Momentenproblems mit 
den beiden andern dquivalent 

4. Aus der letzten Fassung des Momentenproblems leitet man leicht 
eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Lésung ab. 

Satz X™). Besitzt das der Form F (x) zugeordnete Momentenproblem 
eine Lésung, so ist F(x) positiv definit. 

Beweis. Die Voraussetzung besagt, daB F(z) sich in der Gestalt (78) 
darstellen laBt, wobei g(u) eine Belegungsfunktion mit unendlich vielen 
Wachstumsstellen bedeutet. Dann erhalt man fiir die Abschnittsformen 
die Darstellung 


+o 
F(a f (x, + ue, +... +" 'ay-1) dy(u), 
-@ 
die erkennen laBt, daB F(a) fiir jedes n bestindig > 0 ist; denn die 
n Veriinderlichen 2,, 2,,..., Z,-1 lassen sich offenbar nicht so bestimmen, 
daB x, +- uz,+-...-+ u"-'a,_; an den unendlich vielen Wachstumsastellen 


von @(u) gleichzeitig verschwindet, ohne daB die x, simtlich gleich Null 
gesetzt werden. Nach Definition II hei®t das aber nichts anderes, als 
daB die Form F(z) positiv definit ist. W. z. b. w. 

Die §§ 6—8 dieses Kapitels werden der Umkehrung von Satz X ge- 
widmet sein; d. h. der Konstruktion einer Lésung des Momentenprobiems, 
das einer positiv definiten Form oder, wie man nach Definition I und VII’ 
auch sagen kann, einer positiv definiten Potenzreihe zugeordnet ist. 


§ 6. 
Belegungen endlicher Ordnung. 


1. Bei der Formulierung des Momentenproblems wurde verlangt, daB 
die Belegungsfunktion, die die Lésung des Problems liefert, unendlich 
viele Wachstumsstellen hat. In diesem Paragraphen soll indessen von 
Belegungsfunktionen mit nur endlich vielen Wachstumsstellen die Rede 
sein, da die Lésung des Momentenproblems durch Grenziibergang innerhalb 
einer unendlichen Folge solcher Belegungen konstruiert werden wird. 

Definition VIII. Die Belegung d®(u) wird eine Belegung end- 
licher Ordnung genannt, wenn die zugehdrige Belegungsfunktion ®(u) 
nur endlich viele Wachstumsstellen hat. 


Eine isolierte Wachstumsstelle von ®(u) ist offenbar eine Sprung- 


*) Vgl. Perron, Lehrbuch, 8S. 377—378. 
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stelle von ®(u), d. h. ein Kondensationspunkt der Belegung d®(u). Es seien 
A,» 4g, «++» 4, Samtliche Wachstumsstellen von ®(u). Dann sind die n + 1 
Intervalle —coo<u<li,—0,4,4+0S5uc4,—0,...,.4,405u<c@ 
Konstanzintervalle oder mit andern Worten: die Belegung endlicher Ord- 
nung d®(u) besteht nur aus den in den nm Kondensationspunkten u = 4,, 
u=A,,...,u =A, konzentrierten Massen N,, N,,..., N, und verschwindet 
identisch an allen andern Stellen des Intervalls —~w <u< x. 

Die Momente der Belegung d®(w) existieren simtlich, und zwar ist 


+2 a 
(79) { wrao(u)— SN, (4,)". 
~@ e=1 
Das Integral linker Hand ist nur scheinbar ein Integral zwischen un- 
endlichen Grenzen, da fiir —co<u<i,, 4,<u<co die Belegung 
d®D(u)= 0 ist. 


2. Es soll nun einer positiv definiten Potenzreihe § | ;) eine Menge 
von Belegungen endlicher Ordnung zugeordnet werden, deren Momente 
der m ersten Ordnungen gleich den m ersten Koeffizienten der Potenz- 


, As 
reihe §\—) sind. 


Definition IX. Es set B eine positiv definite Potenzreihe der 
Gestalt (1) und n eine positive ganze Zahl. Dann heift d®,(u) eine 
Belegung n-ter Ordnung von ¥ (= , wenn 

1. die Belegungsfunktion D (u) genau n Wachstumsstellen hat, 

2. mindes'ens die 2n —1 ersten Momente der Belegung 


(80) f urd®, (u) = C, (y = 0, 1,..., 22% — 2) 


sind. 

Um die Belegungen endlicher Ordnung einer positiv definiten Potenz- 
reihe zu konstruieren, greife man auf die verallgemeinerten Naherungs- 
briiche K,(z;t) des mit der Potenzreihe }§|—) assoziierten Kettenbruchs 


K(z) zuriick. Dann liefert uns die Partialbruchzerlegung von K, (z; t) 
fiir endliche reelle Werte des Parameters ¢ Belegungen n-ter Ordnung. 
l 


Es ist namlich, da die Potenzreihe $\—} als positiv definit voraus- 


gesetzt wurde, nach den Formeln (50) und (26) 


n 


v ang t) 


z+A (t) 


(81) est 
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wobei die N;"(#) positive, die 4." (#) reelle Zahlen bedeuten, die noch von 
dem Parameter ¢ abhingen. AuBerdem seien die 4{"(¢) der GréBe nach 
geordnet, so daB 
Ay” (t) < ay” (t) <<... < ag” (Et) 
ist. 
Die Partialbruchzerlegung von K,(z;¢) liefert fiir die Koeffizienten c, 
die Darstellung: 


(82) c = >) NS” (t)(4(#))” (v= 0, 1,..., 2m — 2). 
e=1 


FaBt man einen festen Wert ¢=¢, ins Auge und bezeichnet man 
mit d®, (u; t,) die Belegung, die die Punkte u = 4)"(t,) (e =1, 2, ..., n) 
zu Kondensationspunkten mit den zugehérigen Massen N;”(¢,) hat und 
fiir u + 4S" (t,) identisch verschwindet, so ist d®,(u;%,) eine Belegung 
n-ter Ordnung von g(+), wofern nur ¢,+ oo ist. Denn erstens hat 
d®, (u;t,) genau n Kondensationspunkte und verschwindet sonst identisch, 
zweitens ist wegen (79) und (82) 


+@ 


fu d®, ( = SNM) ah)" = Cy, 


- @ 


(»=0,1,...,2n— 2). 


Um die Belegung d®, (u;t) auch fiir den Wert ¢ = co zu definieren, 
beriicksichtige man, daB nach Formel (25) K, (z; 00) = Ky-1(z) = Ky-1(z; 0) 
gesetzt wurde. Dementsprechend setze man 


(83) d®, (u; co) = d®,_;(u; 0). 
Mit Hilfe der Belegung d®,(u;#) laBt sich die rationale Funktion 
K,,(z; t) als Stieltjessches Integral darstellen; es ist namlich 


+o 
N™ (t) 
(84) j= 2-3 , (m) 
rs Pree (t) 








Die zugehérige Belegungsfunktion ®, (u; ¢) wird durch die Beziehungen 
definiert : 


#,(u; #) = 0 fir — co <u<A{*(t) 
®, (uw; t) = Ni” (t) fiir aj" (t)< u< a" (t) 
®, (w; t) = Ni” (#) + Ny” () fir a(t) <u < as” (t) 


oe: ¢ FF &£ @ Bie 2 wee Sh US. US! fhe Ome 66; 2 SO. Bees Ss 2 Oe Se 


®, (u; t) = NI” (t) + NY (t) +... + NO (Et) fiir ie ci cm 














Stieltjessches Momentenproblem. 1. 279 


Es 1a8t sich leicht zeigen, da zu jeder Belegung d®*(u) der Ord- 
nung ” von % (+) sich eine endliche reelle Konstante ¢, bestimmea 
laBt, derart, daB d®* (u)=—d®, (u; t,) ist. Sind ,, @,,...,@, die 
n Kondensationspunkte von d®*(u) und M,,M,,...,M, die dort kon- 
zentrierten Massen, so bilde man die Funktion 


+@ 
* ae add* (u) “Y 
K3(2)= [ z+u -3 iM. 
Aus der Partialbruchzerlegung von K, (z) folgt, daB K,(z) gleich einem 
Quotienten mit einem Polynom vom Grade n —1 im Zahler und einem 
Polynom vom Grade n im Nenner ist. 


Da d®*(u) als eine Belegung n-ter Ordnung von (+) vorausge- 
setzt wurde, so folgt aus der Integraldarstellung von Ky (z) in Verbin- 


dung mit (80), daB sich Ky (z) in die fiir hinreichend groBe Werte von | z| 
konvergente Potenzreihe 


(85) Ke(2)—2-44...45E2-$ 4... 


22” 








entwickeln la8t. Nunmehr zeige man, daB ein solcher Quotient von 
Polynomen, dessen Potenzreihenentwicklung durch die Reihe (85) gegeben 
ist, notwendig von der Form 


> U, ( t, Un- 
K,, (z) = STE = K,,(z; ty) (t + 00) 


ist. Dann ist, da sich offenbar K,(z) nur auf eine Weise durch ein 
Stieltjessches Integral darstellen laBt, 
d D* (u) = d®, (u; ty). 
Da wir im folgenden von dem Umstande, daB die Menge der Bele- 
gungen d®(u;t) alle Belegungen n-ter Ordnung von x (2) enthilt, 


keinen Gebrauch machen, begniigen wir uns mit diesen kurzen Andeu- 
tungen des Beweises. 


3. Im Falle ¢=0 wird K,(z; 0) = K,(z), d. h. gleich dem gewohn- 
lichen Naherungsbruch n-ter Ordnung von K (z). Mithin sind offenbar nicht 
nur die 2m —1 ersten Momente der zugehérigen Belegung d@, (u; 0) 
gleich c,, sondern wegen (6) hat man auch noch 





+@ 
feta (0:0) = SNP a) eee 


%*) Die Belegungsfunktion #,(u:0) findet sich bei Stieltjes 8, S. 67, vgl. auch 
Perron, Lehrbuch, S. 402 und Grommer, Dissertation (1. c. Anm."*)), 8. 135. 
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wahrend fiir ¢+ 0, wegen (81) 
+@ 


f ut-1d@ (u; t) = Con-1 os $4... = Can-i 





ist. 
Besonders wichtig ist auBer dem Falle ¢—0 auch der Fall 
ee 
t= Va1(0)? 2 dem nach Formel (28) 
fo Va(0) \  Paa_s (4) 
Ba\25 — HA) = Qa) 
; : / V, (0) 
ist. Bezeichnet man die Belegung d®, \u; — Ta10y kurz mit dV, (w), 
so wird wegen (84) | 
Py 4-1 (2) a, (uw) 
(86) a » | See? 
6 Qon—1 (z) ] z+ 





-@ 


Im Falle V,-:(0)+0 ist d¥,(u) eine Belegung der Ordnung n, 
im Falle V,_,(0)=0 wegen (83) eine Belegung der Ordnung n — 1. 

Erinnert man sich an die Partialbruchzerlegung (51) baw. (52) von 
Pon~,(8) 
Qsn—1(2)’ 
zum Kondensationspunkt hat und da& die dort konzentrierte Masse M™ 
nach Satz V gleich dem Minimum ist, das die Abschnittsform F, (2) auf 
der Ebene zx —1 von n—1 Dimensionen annimmt. Die Anzahl der 
iibrigen Kondensationspunkte u = w\" von d¥,(u) ist gleich n — 1 bzw. 
n —2, je nachdem V,_; +0 bzw. = 0 ist. 


so folgt, daB die Belegung d'¥,(u) immer den Punkt u = 0 


§ 7. 
Das Grommersche Auswahltheorem. 


1. Das wichtigste Hilfsmittel, um aus einer unendlichen Folge von 
Belegungen endlicher Ordnung einer positiv definiten Potenzreihe eine 
Lésung des dieser Potenzreihe zugeordneten Momentenproblems zu gewinnen, 
liefert ein zuerst von Herrn Grommer bewiesenes Auswahltheorem*’). Das 
von Herrn Grommer angegebene Verfahren, das tiefliegende Untersuchungen 
von Stieltjes iiber die Natur der Belegungen endlicher Ordnung benutzt, 
14Bt sich indessen wesentlich vereinfachen, indem man einen neueren all- 
gemeinen Satz von Herrn Carathéodory**) heranzieht, dessen Beweis weder 


37) 1. c. Anm.??). 

**) C. Carathéodory, Uber die Fourierschen Koeffizienten monotoner funktionen. 
Sitzber. Pr. Ak. Wiss. 30 (1920), S. 559-573, vgl. insbesondere S. 560—571. 

Herr M. Riesz machte mich gelegentlich det zweiten Korrektur darauf aufmerk- 
sam, daB sich der Carathéodorysche Satz bereits in einer Arbeit von Herrn E. Helly 
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schwierige Betrachtungen, noch besondere Hilfsmittel erfordert. Der 
Carathéodorysche Satz lautet: 


Ist eine unendliche Folge monotoner Funktionen, die unterhalb einer 
gemeinsamen festen endlichen Schranke bleiben, 


Pi (%), Pa(%), +--+» Py(¥), --s 
vorgelegt, so lapt sich aus dieser Folge eine unendliche Teilfolge von 
Funktionen 

Pn, (%), Pa,(%), «++» Pn, (%), 


auswahlen und eine beschrdnkte monotone Funktion y(u) von der Be- 
schaffenheit konstruieren, dap die Funktionen der Teilfolge pq, (%), Pn,(U),.-- 
mit wachsendem Index in allen Stetigkeitspunkten von y(u) gegen die 
Funktion »(u) konvergieren. 


Wir verzichten auf die Angabe des véllig elementaren Beweises und 
verweisen auf die Originalabhandlung. 

Dieser Satz la6t sich nun auf eine beliebige unendliche Folge von 
Belegungen endlicher Ordnung einer Potenzreihe anwenden. Denn ist d®(u) 
eine Belegung endlicher Ordnung, so ist wegen (80) 


= 


u +2 
87 ) }(u)=fdP(v)<fdG(u) =e. 


Die Belegungsfunktionen endlicher Ordnung einer Potenzreihe bleiben also 
simtlich unterhalb der gemeinsamen Schranke ¢,. 


Um uns kiirzer auszudriicken, definieren wir: 


Definition X. Hine wnendliche Folge von Belegungen dp,(u), 
dq,(u),... hetbt konvergent, wenn eine Belegungsfunktion p(u) existiert, 
gegen die die vorgelegten Belegungsfunktionen y,(u) in allen Stetigkeits- 
punkten von ~(u) mit wachsendem v konvergieren. 

Indem man diese Ausdrucksweise benutzt, kann man den Spezialfall 
des Carathéodoryschen Satzes, auf den sich die weiteren Untersuchungen 
aufbauen, in der Weise aussprechen: 


Satz XI. Es sei dD” (u), dD” (u),...,dB” (u), .. . eine beliebige 
unendliche Folge von Belegungen endlicher Ordnung der positiv definiten 


Potenzreihe ¥ (<). Dann laft sich aus dieser Folge eine unendliche 


konvergente Teilfolge von Belegungen auswahlen. 


findet: Ober lineare Funktionaloperationen, Sitzungsber. der k. Ak. d. Wiss. Wien, 
Math.-natw. KI., 121, Abt. IIa, (1912), S. 265-297, vgl. insbes. 8. 284—287. 

Gleichzeitig teilte mir Herr M. Riesz mit, daB er bereita auf einem Vortrage 
der Math. Gesellschaft zu Stockholm im April 1918 das Grommersche Auswahlver- 
fahren durch Anwendung des Hellyschen Satzes vereinfacht habe. 
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2. Aus Satz XI soll nunmehr ein Satz abgeleitet werden, der im 
wesentlichen mit dem Grommerschen Auswahltheorem iibereinstimmt. 
Satz XII). He sei 


m n,n, 


eine unendliche Folge von Indizes und 


bay» baa» Eng» - ++ 


eine Folge reeller Zahlen, unter denen auch die Werte 0 und co zuldssig 
sind. Ist dann 


—-CO 


Ky, (2; tn)» K,, (2; te.) 
eine unendliche Folge von verallgemeinerten Ndaherungsbriichen des mit 
einer positiv definiten Potenzreithe der Gestalt (1) assoziierten Ketten- 
bruchs K(z), so lapt sich aus dieser Folge eine unendliche Teilfolge von 
Ndherungsbriichen 
Kus (25 te), Kny (25 tay), --- 

auswahlen, die in jedem Bereich der z-Ebene vom Typus Q gleichmafig 
konvergitert. 

In der Folge der Indizes n,,n,,... diirfen auch mehrere Indizes 
einander gleich sein, z. B. n, und n,,,, ohne daB die zugehdrigen Zahlen 
é,, und ¢,, ,, einander gleich sind. Ist z. B. die Folge der in den Formeln (28) 











und (38) definierten Naherungsbriiche ona, vorgelegt, so entspricht dem 
die Folge 
von Indizes n, . « a eS ars ae, ae 
1 V, (0) Vn—1 (0) 
von Zahlen ¢,. — Ko’ 0, — ¥00)’ G aeyes V0)” Bias 


Vorbemerkung zum Beweise. 
Nach den Ausfiihrungen des § 6 ist jedem verallgemeinerten Naherungs- 
bruch K, (z;%,) von K(z) eine Belegung n,-ter Ordnung d®, (wu; ¢,) 
von (+) in der Weise zugeordnet, daB 


+2 


Ky, (2; tn,) =f 


ad@,, (2; tn,) 
z+ 


ist (vgl. Formel (84)). Nach Satz XI 1aBt sich andererseits aus der unend- 
lichen Folge von Belegungen d ®, (z; ¢,) eine unendliche konvergente Teil- 
folge von Belegungen d®,. ( z; tn’) auswahlen; wir behaupten nunmehr, 
daB die zugehdrige unendliche Teilfolge von Funktionen K,’ (2; %,’) in 


%*) Vgl. Grommer, Lc. Anm. *) 8. 187. 
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jedem Bereich der z-Ebene vom Typus Q gleichmaBig konvergiert. Mit 
dem Nachweis dieser Behauptung ist dann Satz XII bewiesen. 

Indem wir der bequemeren Schreibweise halber statt der Doppelindizes 
n;, einfache Indizes einftihren, die nun aber natiirlich nicht mehr die genaue 
Ordnung der Belegung angeben, 1a4Bt sich diese Behauptung auch so for- 
mulieren: 

Satz XII’. Ee sei dD” (u), dD” (u),... eine wnendliche Folge 
von Belegungen endlicher Ordnung der positiv definiten Potenzreihe B (=), 
die gegen eine Belegung dy(u) konvergieren mége. Dann ist 


+@ 


f(z) = fe 


z+u 





eine in jedem Bereich 8 der z-Ebene vom Typus Q reguldre analytische 
Funktion und die Folge von Funktionen 


+@ 
f ad) (u) 
z+4 
konvergiert dort gleichmapig gegen die Funktion f(z). 

Beweis. Wird z= 2 -+ iy gesetzt, sosei|z| << X innerhalb B. AuBer- 
dem sei o die kleinste Entfernung eines Punktes des Bereiches 8 von der 
Achse der reellen Zahlen. 

Wir zeigen zunichst, daB f(z) in jedem Bereich 8 vom Typus 2 eine 
regulére analytische Funktion ist. 

Aus ©’ (u) < c, (vgl. Formel (87)) folgt auch p(u)<¢,, da nach 
Voraussetzung in Verbindung mit der Definition X die Folge der monotonen 
Funktionen &“(u) in allen Stetigkeitspunkten von g(u) gegen p(w) 
konvergiert. Es existieren demnach, da g(u) auBerdem auch monoton ist, 
die Grenzwerte . 











lim 9 (u) < lim p(u) <q. 
u=-@ er+o 
Es ergibt sich daher 
+@ 
+ d 
f dg (u) < J vb 
z+u ; Fr 
und aus dieser Abschitzung folgt unmittelbar, daB das Integral 
+o 
feo 
z+u 


absolut und gleichmaBig in jedem Bereich 8 vom Typus 2 konvergiert, 
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also nach dem Fundamentalsatz von Weierstra8 eine in 8 analytische 
Funktion darstellt. 

Es ist nunmehr noch nachzuweisen, dab sich zu jedem Bereich § der 
z-Ebene vom Typus 2 und zu jeder noch so kleinen positiven GréBe e 
eine Zahl », = »,(¢, 8) derart bestimmen 1aBt, daB 


ow) 
(vr) | 
~\ Fee - f# . |< 


+u 
ist fiir alle »>»,, wenn z ein beliebiger Punkt von 8 ist. 








(88) | D, (z)| 


Die partielle Integration ergibt 








+@ +2 +2 +@ 
f2@ - {3 y () de , {2 -{£@ as 
c hans, (z+u)* - z+u i (z+u)* > 


mithin 
+@ 


2) — (2-2) (*) ge 
Ss (z+u) 
Man bestimme eine Konstante R > X derart, daB8 
J 2e,du - a 
p ett(u—x)' = * 
ist. Nun ist aber fir |u|>R 
1 = 1 
= 0° +(u—X)*’ 


A 








(2+) | 


P| (v) | i 
(89) fj2e= 6 7) le ea 2eodu 
RS Be * 


&€ 
(w-x)= 4 


. (rv) 
(29°) je) 2 lau<* 


Es ist ferner 
+ R +R 


— @”) | 
30”) | fe 8) aul <4 [| (u)— 0 (u)| du. 
z+u)* eo 


Die Funktionen | p(u) — ®°’(w)| sind nun aber alle im Intervall 
-R<u<R gleichmaBig beschrinkt und im Riemannschen Sinne inte- 
grierbar, da (uw) monoton und ©’ (uw) sogar streckenweise konstant ist 
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und nur endlich viele Sprungstellen besitzt. AuBerdem ist nach Voraus- 
setzung 

lim | y(u) — ®” (w)| =0 
in allen Stetigkeitspunkten von (wu) des Intervalls —-R<u< R, dh. 
in allen Punkten des Intervalls mit Ausnahme einer Menge vom Lebes- 
gueschen Masse Null. Dann ist aber nach einem bekannten Satze von 


Lebesgue *°) 
ae 


lim f\p(u) — &” (u)|\du=0, 


d. h. es existiert eine Zahl vy, derart, daf 
+R 
lig (u)— 6” (u)|du <% 
-R 
ist, wenn » > ¥%, Ist. 
Diese Abschitzung in Verbindung mit (89), (89’) und (89”) ergibt 
die behauptete Beziehung (88), w. z. b. w. 
Es gilt auch die leicht beweisbare Umkehrung von Satz XII’, die 
uns oft niitzliche Dienste leisten wird 


Satz XII. Es sei dP” (u) (»=1,2,...—+00) eine unendliche 
, . ° {1\ 
Folge von Belegungen endlicher Ordnung der Potenzreithe %\—) und es 
bestehe fiir einen Bereich S% der z-Ebene vom Typus 2 die Beziehung 
: [ ad”? (u ; dg (u 
90 iim . 


seaman ia z+u : z+u 


x x 


dann ist im Sinne der Definition X 


lim dD’ (u dy (u). 
r=@ 

Beweis: Wir gehen von der Annahme aus, die Behauptung sei falsch, 
dann existiert ein Stetigkeitspunkt « —u, der Belegungsfunktion p(w), in 
dem 

lim DP’ (u,) + P (Uy) 


Y= @ 


40) Vgl. z. B. Ch. J. de Ja Vallée Poussin: ,,Cours d’Analyse infinitésimale“, 3'*™* 
édition, 1, Louvain 1914, S. 263. 

‘) Der Satz XII” la8t sich auch dann noch beweisen, wenn man die Giiltig- 
keit der Beziehung (90) anstatt fiir den vollen Bereich $ nur fiir abzihlbar unendlich 
viele Punkte z= z, von 8 voraussetzt. 
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ist. Die Folge von Belegungen d®”(u) enthilt also eine Teilfolge von 
Belegungen d®”* (uw), die bei passender Wahl von ¢ simtlich der Beziehung 


(91) | ®° (uy) — p(u,)|>e 


genigen. 

Nach Satz XI la8t sich aber aus der Folge von Belegungen d®”* (u) 
wiederum eine unendliche konvergente Teilfolge von Belegungen d Di") ( u) 
auswahlen. Es sei etwa 

lim d Ot) (4%) — dep*(u); 

k=@ 
dann ist wegen (91) p*(u,)+(u,), also auch dp*(u)+d(u), da 
der Punkt u =u, ein Stetigkeitspunkt von y(w) ist. 

Nach Satz XII’ ist ferner gleichmaBig innerhalb 8 


(vg) 
‘ d@\"*’ (w%) dgp* (u) 
(92) lim [seen sks - fe sa6 


k=2 -@ 


Nun sind aber die beiden analytischen Funktionen [ oe und for iu) 


in dem Bereiche 8 regular und nach Anmerkung *°) auf Seite 268 veneliionder 
verschieden, im Widerspruch mit der Voraussetzung (90), nach der die un- 
endliche Teilfolge (92) der konvergenten Folge (90) den gleichen Grenzwert 
hat wie die urspriingliche Folge (90). Damit ist die Annahme, die Be- 
hauptung sei falsch, widerlegt und der Satz XII” bewiesen. 


§ 8. 
Die Lésung des Momentenproblems. 
1. Eine Lésung des einer positiv definiten Potenzreihe % (=) zu- 


geordneten Momentenproblems la8t sich nach den Vorbereitungen des 
vorigen Paragraphen leicht konstruieren. Die verallgemeinerten Nahe- 


rungsbriiche K,(z;t) des mit der Potenzreihe 3 (+) assoziierten Ketten- 


bruches liefern, wie im § 6 naher beschrieben wurde, eine unendliche Menge 


von Belegungen endlicher Ordnung der Potenzreihe $ (2) , die wieder mit 


d®, (u;t) bezeichnet werden sollen. Nach Satz XI 148t sich aus dieser Menge 
eine unendliche konvergente Teilfolge von Belegungen d Dy, (w; tn) =d ®”(u) 
auswahlen. 

Sei dy(u) die Belegung, gegen die die Folge der Belegungen d }”’ (uw) 
konvergiert; dann behaupten wir, dq (u)-ist eine Lésung des der positiv 
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definiten Potenzrethe x (4) zugeordneten Momentenproblems. Denn es 
besteht der 

Satz XIII. Ee sei dD” (u), dD” (u),...,d GD” (u), ... eine un- 
endliche Folge von Belegungen endlicher Ordnung einer positiv definiten 
Potenzrethe mit den beiden Higenschaften : 

1. Bezeichnet m, die Ordnung der Belegung d®”(u), 80 sei 

mcm S-..-Sm,S...—- 0. 

2. Die Folge der Belegungen d®”(u) konvergiere gegen eine Be- 
legung dp(u). 

Dann ist dgy(u) eine Lésung des der positiv definiten Potenzreihe 
¥ (=) zugeordneten Momentenproblems. 


Beweis. Nach Satz XII’ konvergieren die Funktionen 


+@ 
@,,\__ (49 (uw) 
K (2) = [22 T 
in jedem Bereich 8 der z-Ebene vom Typus 2 gleichmaBig gegen die 


+o 





analytische Funktion f(z) = {$209). 


Damit, wie behauptet, dq (uw) eine Lésung des der positiv definiten Potenz- 
reihe f (=) zugeordneten Momentenproblems ist, mu8 nach Definition VII’ 
im Innern des Winkelraums 6 < arg z <2 — 6 die Beziehung 

1 
f(z) ~ p(4) 
bestehen. 


Ist fiir » >», die Ordnung m, >n-+-1, 80 wird nach der Definitions- 
gleichung (80) fiir Belegungen der Ordnung m, von x (4) 








re +@ 
(r) dd”) (y) ¢, ¢. a= 1 z (*) 27 
K (2) ={ z+u toe PS St sz,unrd@ (wv). 


Also fiir 6 < arg z <a — 6, da dort 


= "s 
= sin 6 


z 
z+4 











ist, 
+@ 


{urea (uw) =~ 


[sjane 











etal | em, So ) & Cyn—1 | 1 
|2 "||K (3) — 2+4—...+ ze | Syzjems 


-f 
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Da die rechte Seite dieser Abschitzung von » unabhingig ist, so gilt sie 
auch in dem gleichen Bereich fiir f(z) = lim K(z). Es ergibt sich daher 


r- Dn 





lim 2** (f(z) — 24+ %—... 4+ S41) = 0. 
pony z z g** | 

Wegen der Voraussetzung m,-—+oo laBt sich diese Beziehung aber fiir 
jeden noch so groBen Wert von n beweisen, d.h. aber nichts anderes als 


(93) re) ~ (2). 


Um endlich noch zu zeigen, daB die zu dg(u) gehérige Belegungs- 
funktion g(u) unendlich viele Wachstumsstellen hat, schlie8t man zunachst 
aus der Beziehung (93), daB wegen Satz IX die Momentengleichungen 


c, = furdy(u) 
erfiillt sind. Vermittels dieser Gleichungen lat sich die n-te Abschnitts- 
form von F(z) fiir jedes noch so groBe n als Stieltjessches Integral 


+2 
— ’ ? 2 
F(z) =f (2, + Ux, +...+u"-'2,_1) dp(u) 
-x 
darstellen. 
Angenommen nun, die Belegungsfunktion g(u) hatte nur endlich viele 


1 U=A,...,U=A,, 80 lieBe sich das 
Stieltjessche Integral fiir F(z) auch als Summe von p Quadraten mit 


positiven Koeffizienten schreiben und es ware fiir jedes noch so groBe n 


isolierte Wachstumsstellen uw — 4 


P 
y / 4 . snm—i 3 
F(z) =>) No (2 + dpa +... + a7 te-1)’, 
wenn die N, die Massen bedeuten, die in den Kondensationspunkten u = 4, 
der Belegung dqg(u) konzentriert sind. 
Es sei nun n> p, dann lassen sich fiir die mn Veranderlichen 


Xy, Z,,---,%_,-1 Von Null verschiedene Werte angeben, die den p linearen 
homogenen Gleichungen 

4 smi ‘ \ 

7 Sotdett+..-+ a 1=—0 (9=1,2,..., 7) 


geniigen, und fiir diese Werte der Verinderlichen wiirde offenbar F, (x) 
verschwinden. Dann kénnte aber F(z), und damit auch wegen Definition II 
die Form F(z), nicht wie vorausgesetzt wurde positiv definit sein. Damit 
ist unsere Annahme, da8 die Belegungsfunktion g(u) nur endlich viele 
Wachstumsstellen besitzt, widerlegt 

Die Belegung dqg(u) geniigt also allen Bedingungen der Definitionen 
VII baw. VII baw. VII" und damit ist Satz XIII bewiesen. 
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Unsere bisher erhaltenen Resultate beziiglich des einer Potenzreihe 
zugeordneten Momentenproblems kann man, indem man sich an Satz X 
des § 5 erinnert, in der Weise zusammenfassen: 


Existenztheorem. Hine Lésung des einer Potenzreihe B (<) (einer 
quadratischen Form F (x)) zugeordneten Momentenproblems existiert dann 
und nur dann, wenn die Potenzreihe (die quadratische Form) positiv 
definit ist. 

§ 9. 
Die vollstandige Konvergenz des Kettenbruchs K (2). 


1. Das Existenztheorem sagt nichts dariiber aus, ob das einer positiv 
definiten Potenzreihe zugeordnete Momentenproblem eine einzige oder mehr 
als eine Lésung besitzt, d. h. in der Stieltjesschen Ausdrucksweise (Defi- 
nition VII), ob das Momentenproblem bestimmt oder unbestimmt ist. Es 
sind andererseits bereits Beispiele sowohl von bestimmten wie unbestimmten 
Momentenproblemen bekannt**). Im folgenden soll der Zusammenhang 
zwischen der Bestimmtheit bzw. Unbestimmtheit des Momentenproblems 
und den Konvergenzeigenschaften des zugehérigen assoziierten Ketten- 
bruches K(z) untersucht werden, und zwar wird in diesem Paragraphen 
ein Satz iiber die Konvergenz von K(z) bewiesen, fiir den Fall, daB das 
Momentenproblem bestimmt ist. 


Definition XI. Der Kettenbruch K(z) bzw. S(z) heiBt einfach 
konvergent, wenn seine Naherungsbriiche K, (z) bzw. on sich in jedem 
Bereich der z-Ebene vom Typus 2 gleichmdfig einem Grenzwert f(z) 
nahern. 

Wir sagen ferner: der Kettenbruch K(z) konvergiert vollstdndig 
gegen die Funktion f(z), wenn zu jeder positiven beliebig kleinen Zahl ¢ und 
jedem beliebigen Bereich 8 vom Typus 2 sich eine Zahl N, die nur 
von « und dem Bereich 8 abhdngt, von der Beschaffenheit bestimmen 
lapi, dap 

? 

(94) K,,(z;t)—f(z)|sS« 


ist fiir alle n= WN, fiir jede beliebige reelle Zahl t (den Wert t = co mit- 
eingeschlossen) und fiir jeden Punkt z des Bereiches 8**). 


**) Vgl. z. B. H. Hamburger, ,,Beitrige zur Konvergenztheorie der Stieltjesschen 
Kettenbriiche“, Math. Zeitschr. 4 (1919), S. 186-222, vgl. insbes. 8, 214—220; siehe 
auch dort die naheren Literaturangaben Anm. 2’) 8. 199. 

*%) Schon Herr G. Hamel hat es als zweckmaBig erkannt, bei einigen funktionen- 
theoretischen Fragestellungen die Konvergenz eines unendlichen Kettenbruchs anders 
als iiblich zu definieren, indem man mehr verlangt als nur die Konvergenz der ge- 

Mathematische Annalen. LXXXI. 19 
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Ist K (z) vollstandig konvergent, so ist K (z) und, falls er existiert, auch 
der korrespondierende Kettenbruch S(z) sicherlich einfach konvergent, 
denn es ist 

Pin (2 roe Pan—; (2) V,, (0 

Ku(2) = Qa) — Kult) ENG — Ka (Bs — Ay) 
und beide Folgen von Naherungsbriichen konvergieren auf Grund der 
Definitionseigenschaften der vollstindigen Konvergenz von K(z) in jedem 
Bereich vom Typus 2 gleichmaBig gegen ein und dieselbe Funktion f(z). 
Es wird an einer spateren Stelle gezeigt werden, daB umgekehrt aus der 
einfachen Konvergenz von S(z) noch nicht die vollstandige Konvergenz 
von K(z) folgt. 

2), Den eigentiimlichen Charakter der vollstandigen Konvergenz zeigt 
eine einfache Uberlegung. Es sei x,, ,,...,%,,-.. eine beliebige unend- 
liche Folge reeller oder komplexer GréBen. Es sei ferner z, ein fester 
nicht reeller Punkt. Dann laB8t sich offenbar eine Folge reeller oder kom- 
plexer Zahlen ¢, bestimmen, deren jede einzelne der Beziehung 


(95) K,, (2; t,) = %, 
geniigt. Konvergiert nun K (z) vollstandig gegen f(z), so ist, damit fiir 


alle hinreichend groBen n die Gleichungen (95) reelle Werte fiir ¢, ergeben, 
wegen (94) notwendig, daB lim x, = f(z,) ist. 





Die Eigenschaften der vollstindigen Konvergenz sollen nunmehr durch 
einige speziellere Betrachtungen aufgeklart werden. 

Der Kettenbruch K(z) konvergiere vollstandig gegen die Funktion f(z). 
Man fixiere einen bestimmten nicht reellen Wert von z. Dann wird durch 
die in ¢ lineare Transformation 





. ee . 4) _. Un (2z)+tU,-, (2) 
(96) C= K, (2; t) = Fst, Gs)” 
da U,(z) Va-1 (2) — Un-1(z) Vn(z) = 4n-1 + 0 ist, die komplexe t-Ebene 
konform auf die ¢-Ebene abgebildet. Insbesondere wird der Achse der 
reellen Zahlen der t-Ebene ein Kreis &, vom Radius o, in der ¢- Ebene 
entsprechen. 


wohnlichen Naherungsbriiche. Vgl. deseen Arbeiten: , Uber einen limitar-periodischen 
Kettenbruch“, Arch. d. Math. u. Phys. 27 (1918), 8S. 837—43, vgl. insbes. 8. 42—43 und 
»Hine charakteristische Eigenschaft beschrinkter analytischer Funktionen“, Math. 
Ann. 78 (1918), S. 257-269, vgl. insbes. S. 260. 

“) Die in diesem Abschnitt bewiesenen Eigenschaften der vollstaéndigen Kon- 
vergenz dienen nur dazu, dem Leser eine Anschauung von der Eigenart dieses Be- 
griffes zu geben und werden im folgenden nicht mehr benutzt werden. Der Leser 
kann deher ohne Schaden fiir das Verstindnis des Folgenden gleich mit der Lektiire 
des Abschnittes 8 dieses Paragraphen auf Seite 292 fortfahren. 
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FaSt man z als einen komplexen Parameter der Substitution (96) 
auf, so wird die Abbildung und damit auch der Kreis 8, samt dem Radius 
0, = 0, (2) gleichfalls von dem komplexen Parameter z abhingen. Wir 
behaupten nunmehr: der Radius o,(z) konvergiert mit wachsendem n- 
gleichmafig in jedem Bereich der z-Ebene vom Typus 2 gegen 0. 

Angenommen, diese Behauptung sei falsch, so miiBte sich eine GréBe e, 


eine unendliche Folge von Punkten z,,z,,..., 2, ..., die saimtlich inner- 
halb eines Bereicnes 4 vom Typus 2 gelegen sind, und eine unendliche 
Folge von Indizes n, <,<...<m,<... derart bestimmen lassen, daB 
die Radien 0,,(%) >€ 


sind; hierbei sei 9, (z,) der Radius des Kreises Rus auf den die Achse der 
reellen Zahlen der ¢-Ebene durch die Substitution 
(97) C= K,, (z,; t) 
abgebildet wird. 
Nun 1a8t sich aber auf jedem Kreise &,, ein Punkt a finden, der 
von dem Punkte ¢ = /(z,) mindestens die Entfernung 9, (z,) hat. 
Andererseits entspricht dem Punkte ¢” auf dem Kreise §,, ein 
Punkt ¢”’ der reellen Achse der t-Ebene, der durch die Substitution (97) 
in den Punkt ¢” iibergefiihrt wird. Es ergibt sich also fiir alle » 


(98) \t — f(2)| =| Ku, (ai t”) — f(a)| > on, (@) > e- 


Da aber nach Voraussetzung K (z) vollstindig gegen f(z) konvergiert, 
so 1aBt sich eine ganze positive Zahl N derart bestimmen, da8 fiir alle 
n, > N, alle reellen Werte von ¢ und alle Punkte z des Bereiches $, 
mithin um so mehr fiir alle Werte ¢” und alle Punkte z, 


| Kn, (258) — f(z)| <5 


ist, im Widerspruch mit der aus unserer urspriinglichen Annahme ab- 
geleiteten Beziehung (98). 
Es ist also gleichmaBig innerhalb § 
lim 9, (2) = 0. 


a=@ 


Es sei umgekehrt ¢,, ¢,,...,¢,,... eine bestimmte unendliche Folge 
reeller Zahlen, wobei der Wert co auch zulissig ist; besteht die Beziehung 
(99) lim K,, (z; ¢,) = f(z) 

a=@ 


gleichmaBig in jedem Bereich 8 vom Typus 2 und ist auBerdem gleich- 
maBig in 8 lim ¢, (2) =0, 


so konvergiert K(z) vollstandig gegen f(z). 
19° 
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Denn dann ist bei beliebig vorgegebenem positiven « innerhalb eines 
beliebig vorgegebenen Bereiches § vom Typus 2 bei passender Wahl von 
N, fir n=>N, 


(100) | K,(2; t,) — f(z2)| Se. 


AuBerdem existiert eine Zahl N, von der Beschaffenheit, da8 fiir jeden 
Punkt des Bereiches 8 und fiir n> N, 


(101) 0,(z)Se 
ist. 

Nun ist aber, da der Punkt ¢ = K, (z; ¢) fiir jeden beliebigen reellen 
Wert von ¢ auf einem Kreise vom Radius o,(z) liegt, 


| K,,( 2; ¢,) — K, (2; t)| S20, (2). 


Daraus ergibt sich in Verbindung mit (100) und (101), wenn NW die 
groBere der beiden Zahlen N, und N, bedeutet, fir n> WN, fiir jeden 
Punkt z des Bereiches § und alle reellen Werte von ¢ 


| K,, (25 #) — f(2)| S| K,, (2; ¢) — K, (25 #,)| + |X, (25 4.) — £(2)| 
S20,(2) +e S3e. 


Damit ist aber in Riicksicht auf die Definition XI die vollstaindige Kon- 
vergenz des Kettenbruchs K (z) nachgewiesen. 

Ist K(z) mit einer positiv definiten Potenzreihe assoziiert, so kon- 
vergiert, wie im § 13 bewiesen wird “*), mindestens die Folge von Nihe- 

V, (0) ) _ Pan-: (2) 

Vn—1 (0) Qan —1 (2) 
in jedem Bereich der z-Ebene vom Typus 2. Fiir diesen Fall ist also 
die eine Bedingung (99) fiir die vollstindige Konvergenz immer von selbst 
erfiillt. Indem man nunmehr alle Resultate dieses Abschnittes zusammen- 
faBt, erhalt man den Satz: 


rungsbriichen K (2; _ 





mit wachsendem n gleichmaBig 


Ist K(z) mit einer positiv definiten Potenzreihe assoziiert, so kon- 
vergiert K(z) dann und nur dann vollstandig, wenn gleichmafig in jedem 
Bereiche vom Typus 2 die Beziehung lim 0, (z)= 0 besteht. 


3. Satz XIV. Zs sei das der positiv definiten Potenzreihe x (<) 
zugeordnete Momentenproblem bestimmt und dqp(u) seine Losung. Iat 
dd” (u), dD” (u), ...,dB”'(u), ... eine beliebige unendliche Folge von 
Belegungen endlicher Ordnung von (=) und ist — unter n, die Ord- 
nung von d®”’(u) verstanden — n, Sn, <... I, S...—+ 00, 80 kon- 





*) Vgl. Satz XIX auf S. 310. 
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vergiert die Folge von Belegungen d®”(u) gegen die Lésung dy(u) des 
vorgelegien Momentenproblems. 

Auperdem ist der mit (+) assoziierte Kettenbruch K (2) voll- 
stindig konvergent, und zwar konvergiert K(z) gegen die Funktion 


+a 


dey (u) 
f(z) = {22@. 


—-@ 





Beweis. Wir beweisen zunichst den ersten Teil des Satzes und gehen 
von der Annahme aus, es existiere eine unendliche Folge von Belegungen 
dd” (u) (n,—- cc) der Potenzreihe 8 (+), die nicht gegen die Lésung 
dw(u) des der Potenzreihe % (=) zugeordneten, nach Voraussetzung be- 
stimmten Momentenproblems konvergiert; dann folgt ebenso wie beim 
Beweise von Satz XII” die Existenz eines Stetigkeitspunktes u =, von 
(wu), einer positiven Konstante « und einer unendlichen Teilfolge von 
Belegungen av u), die in der Folge der d®”’ (x) enthalten ist, wobei 
die d&"” (uw) den beiden Bedingungen geniigen: 


© im m= 
(B) | @"”) (a) —@(tm)|>e (fiir alle A). 


Aus der Folge der Belegungen d@®”(u) laBt sich nach Satz XI 
eine weitere konvergente Teilfolge von Belegungen d ("*) (y) auswahlen, 
und zwar sei 


lim dO") (4) — de*(u). 
k= 
Wegen (a) ist aber nach Satz XIII die Belegung dgp*(u) eine 
Lésung des der positiv definiten Potenzreihe (2) zugeordneten Momenten- 
problems; wegen (8) ist andererseits 


| BU) (y,) — p(u,)| De, 


mithin auch 

P* (Uy) + P(t). 
Da aber der Punkt u= wu, ein Stetigkeitspunkt von p(w) ist, so sind 
die Belegungen d y(w) und dgy* (tu) zwei voneinander verschiedene Lésungen 
des vorgelegten Momentenproblems, im Widerspruch mit der Voraussetzung, 
daB das Momentenproblem bestimmt ist. Damit ist der erste Teil des 
Satzes bewiesen. 


Um auch den zweiten Teil zu beweisen, gehen wir wieder von der An- 
nahme aus, die in ihm ausgesprochene Behauptung sei falsch, es existiere 
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also eine positive Konstante ¢, eine unendliche Folge von Indizes n, < n, 
<...—+0o, eine unendliche Folge reeller Zahlen ¢,, ¢,,... und auBerdem 
eine unendliche Folge komplexer Zahlen z,, z,,..., die simtlich ganz im 
Innern eines Bereiches der z-Ebene vom Typus 2 liegen, derart, daB 


die Beziehung besteht 





(102) | Kn, (23 ty) — | s2(2)| >: (fiir alle »). | 


Da andererseits 


+ 
8 





ist, so kann nach Satz XII’ wegen (102) die Folge der Belegungen end- 
licher Ordnung d®, (u; t,) nicht gegen die Belegung dgy(u) konvergieren. 
Dies widerspricht aber dem bereits bewiesenen ersten Teile des Satzes XIV. 


Also war unsere urspriingliche Annahme falsch und der Satz XIV ist 
volistandig bewiesen. 


Zusatz zu Satz XIV. Ist das der positiv definiten Potenzreihe 
¥ (=) zugeordnete Momentenproblem bestimmt und existiert der mit (=) 
korrespondierende Ketienbruch S(z), so ist dieser einfach konvergent. 


Denn wie oben gezeigt wurde, folgt aus der vollstandigen Konvergenz 
des assoziierten Kettenbruchs K(z) unmittelbar die einfache Konvergenz 
von S(z). 

In dem folgenden Kapitel und einem zweiten, spater erscheinenden 
Teile soll nun die viel tiefer liegende Umkehrung des Satzes XIV be- 
wiesen werden, so da8 man als eins der Hauptziele dieser Untersuchungen 
den Beweis des Satzes bezeichnen kann: Der Kettenbruch K(z) mit reellen 
Koeffizienten 1,, mit positivem k, und negativen k,(» > 2) ist dann und 
nur dann vollstandig konvergent, wenn das der assoziierten Potenzreihe 


B (<) zugeordnete Momentenproblem bestimmt ist. Gleichzeitig werden 


sich auch brauchbare Kriterien einerseits fiir die Bestimmtheit des Mo- 
mentenproblems, andererseits fiir die einfache Konvergenz des mit der 
positiv definiten Potenzreihe assoziierten Kettenbruchs K(z) und — falls 
er existiert — des mit ihr korrespondierenden Kettenbruchs S(z) ergeben. 
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Kapitel LL 
Kriterien fiir die Bestimmtheit des Momentenproblems 
und die Konvergenz der zugehérigen Kettenbriiche. 


§ 10. 
Das einer uneigentlich definiten Form zugeordnete Momentenproblem. 


1. Satz XV. Ist F(x) = D C.4+x%, Ly, eine uneigentlich definite positive 


*x=0 


Form, so ist das zugeordnete Momentenproblem bestimmt. 


Der mit F(z) assoziierte Kettenbruch K(z) ist daher in diesem 
Falle nach Satz XIV vollstandig konvergent. 


Beweis. Nach dem Existenztheorem des vorigen Kapitels mu8 das 
zu F(x) gehérige Momentenproblem mindestens eine Lésung besitzen. 
Es sei dg(u) eine solche Lésung, es sei ferner d®, (uw) eine beliebige 


Belegung m-ter Ordnung der Potenzreihe $ (*) und TT(u) ein Polynom 


héchstens vom Grade 2m — 2 in wu, dessen Koeffizienten beliebige Funk- 
tionen des Parameters z sein mégen. Uber dieses Polynom wird spiter 
passend verfiigt werden. Dann ist offenbar 


+@ +o 
J(u) d®, (u) = f 1 (w) dep (u); 
denn es ist nach Definition IX fiir » << 2m — 2 
+o +2 
furd®, (u) = f urdp(u)=c,. 


Hieraus ergibt sich 


© +@ 


ad ®,, (u) 1 
s) _ {$e() fim )] ap (w “) 


—{[t ~T1(u)| d®, (u). 


Diese Formel ist zum ersten Male von Markoff benutzt worden**). Wir 
suchen nunmehr durch geeignete Wahl von TT(w) die Differenz linker Hand 
von (103) hinreichend klein zu machen. 





(103) fs 








**) A. Markoff, Deux démonstrations de la convergence de certaines fractions 
continues. Acta Math. 19 (1895), vgl. auch Perron, Lehrbuch, 8. 385-387. O. Perron, 
Erweiterung eines Markoffschen Satzes iiber die Konvergenz gewisser Kettenbriiche. 
Math. Ann. 74 (1913), 8S. 545—554. O. Szdsz, 1. c. Anm. **). 
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Es sel nm. Setzt man 








Qo n—1 (#) Qo n—s (—™) 
7? a? ee 
TT (uw) = ~ = > 
Cin-a(*) u) 
4 


so ist TT(w) ein Polynom vom Grade 2n — 3 < 2m — 2%”) in wu. 


Indem man diesen Wert fiir TT(u) in die Markoffsche Formel (103) 
einsetzt, erhalt man 








+x 22 n- whe +x Qon—1 ( “) 
dg (u) - fie “J, se a f ee 
2 SSS ey ee Pa eee 
Ses z+u Gn-2 = y J, Mins (2) — m\ 


Ks sei jetzt z=2-+iy, y+, dann ergibt sich 


+ 


(104) fi dy (u) “" d Pm (4) | 


*s 


r+iytwu t+iyts| 





PQ? "FQ? 

Fans (—™) Ga (—) 

| oa dg (u)+ 2 2 ®,, () ° 
—2 —* 





1 rn 1 (e+iy)| 
(x+iy)? 
s .s(—) 
Da das Polynom —* —< — héchstens vom Grade 2n — 2< 2m — 2 
ist, so ist 
. e.. (—) o.. (— u) 
(105) f — a, (u)— f Mea dg(u). 


Bedeutet S die in §1 definierte symbolische Operation, so folgt 
+@ 
S{ur}= f urdp(u) —c,. 
Die Beziehungen (15) des § 1 lassen sich daher in der Form schreiben 
(106) Jf u’V,(—u)de(u) =0 (»=0,1,...,%—1). 


Daraus folgt aber wegen der Definitionsgleichungen (27) des § 2 (vgl. auch 
Forme! (37)) 


(107) Sw Qen-1(—u)dg(u) = 0 (y»=0,1,...,"— 2). 


«) Im Falle V,(0)=0 erniedrigt sich der Grad des Polynoms TT(u) noch um 
zwei, wie man aus den Formeln (27) des § 2 unmittelbar erkennt. 





_————— 


(108) 











(108) 








Stieltjessches Momentenproblem. I. 297 
Setzt man 
Qen—1(— %) = — at + ye? +... + uur, 
unter u, die Konstante der Formeln (57) und (58) verstanden, so wird 


- +O 


f Sanat -%) 4 do(u) =p, { M6 19) go wt ase f wie u)de(u) 


+@ 
=p, [ M2 O9 a9 (w) 
wegen (107). 
Nun ist aber nach Formel (42) des § 2 
Qen—1 (—u) _ x pats 5 Yo(—w) V, (%) 
— ae eres 


vy=1 
also wegen (106) 


u? 
— - 


+2 9 ™ P * 
(109) f Fao (uy— f SK do, (u) =n," 


Sind ferner w{” (y= 1, 2,...,m—1) die von Null verschiedenen 
Wurzeln der Gleichung Q2,-:(— z) = 0, so ist 


n=1 


(110) Oey, IT(1+ sia): 


v=1 
Setzt man z=0, y>S>0 und beriicksichtigt man die Beziehung 
=> 1, so ist 





li+ot 
G1 Gv) 
iy)’ 
Dies in (104) eingesetzt, ergibt in Verbindung mit (109) die Ab- 
schatzung 











+2 


dg (u) m (14) | 2 
Fe8) fee j 4% Sin: 


*®) Vgl. Stieltjes 8, 8. 29. 
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Nun war aber die Form F(z) als uneigentlich definit vorausgesetzt. Dann 
ist nach Satz VI des §3 
n—1 
lim 4, = lim D>) dar41= 00. 
na=m2 a=@ r=0 
Da sich andererseits in (111) n beliebig groB wihlen 1a8t, wofern 
nur m > 2n-+- 1 bleibt, so folgt gleichmaBig fiir y > 6 


+o +2 


dg (u) dD_(u)\ 
tim ( f #2 -f iy+u )=o. 


—-@s 





Diese Beziehung gilt fiir jede beliebige Lésung dy(u) des der Form F(z) 
zugeordneten Momentenproblems; durch sie ist aber die Funktion 


+s 


f(s) - {422 


und damit auch die Belegung dp(u) (vgl. die Anm. *°) auf 8S. 268) ein- 
deutig bestimmt. Damit ist der Satz XV bewiesen. 

2. Wir wollen aus Satz XV noch eine wichtige Folgerung ziehen. 

Satz XVI: Hs sei F(x) eine positiv definite Form, M wie iiblich 
der Grenzwert der Minima M™” der Abschnittsformen F(z) firz,=1 
(vgl.§ 3). Dann existiert, gleichgiiltig ob das der Form F(x) zugeord- 
nete Momentenproblem bestimmt oder unbestimmt ist, eine und nur eine 
Belegung dy(u), die eine Lésung des der Form F(x) zugeordneten 
Momentenproblems liefert und im Punkte u=0 die Masse M kon- 
zentriert hat. 

Hingegen existiert keine Lésung dy (u), bei der im Nullpunkte mehr 
Masse als M konzentriert ist. 

Zusatz. Da fiir eine uneigentlich definite Form F(x) die Grdpe 
M=0 wird, so kann, wenn die Belegung dy(u) eine Lésung des der 
uneigentlich definiten Form F(x) zugeordneten Momentenproblems ist, 
der Punkt u=0 kein Kondensationspunkt von dy(w) sein. 

Beweis. Wir beweisen zunichst den zweiten Teil des Satzes und gehen von 
der Annahme aus, es existiere eine Belegung dg(u), bei der im Null- 
punkte eine Masse M’>M konzentriert ist. Man bilde die Belegung 
dp*(u), die aus dg(u) hervorgeht, indem man im Nullpunkte die Masse 
M’ entfernt. Die Belegung dp*(u) wiirde dann offenbar eine Lésung 
des der Form F(x) —M’ao zugeordneten Momentenproblems liefern, die 
nach Satz X des §5 positiv definit sein: miiBte. Dies widerspricht aber 
der Behauptung des Satzes VI aus §3, nach der die Form F(x) — M’25 
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nicht definit sein kann, wenn M’>M ist. Es kann also héchstens 
M’ <M sein. 

Um den ersten Teil des Satzes zu beweisen, betrachte man die Form 
F(x) — Mao, die nach Satz VI des § 8 positiv, und zwar uneigentlich 
definit ist; das ihr zugeordnete Momentenproblem ist also nach Satz XV 
bestimmt und besitzt genau eine Lésung dy*(u). 


Bildet man eine neue Belegung dy(u), indem man im Nullpunkte 
zu dw*(u) die Masse M hinzufiigt, so ist offenbar dy(u) eine Léisung 
des der Form F(z) zugeordneten Momentenproblems, und die im Null- 
punkte von dw(u) konzentrierte Masse ist mindestens gleich M. Da aber 
diese Masse, wie bereits bewiesen wurde, nicht > M sein kann, so ist sie 
genau gleich M. Die Belegung dwy(u) geniigt also den in Satz XVI 
gestellten Bedingungen. 

Angenommen endlich, es existiere noch eine zweite Belegung dq(u), 
die von dw(w) verschieden ist, zu F(x) gehért und im Punkte u=0 
die Masse M konzentriert hat, so bilde man die beiden Belegungen dy* (x) 
und dp*(u) die aus dy(u) bzw.dq(u) hervorgehen, indem man von 
ihnen die Masse M im Punkte u = 0 entfernt. Dann wird offenbar 


JS dy*(u)= f doy*(u)=c,—M 
+2 +2 
f urdy*(u) = f u"dp*(u)=c, firy>1. 


Die Belegungen dy*(u) und dg*(u) gehdren also beide zur Form 
F(x) — Ma. 

Da aber, wie oben bemerkt wurde, nach Satz VI und Satz XV 
das der Form F(x)— Map zugeordnete Momentenproblem bestimmt ist, 
so ergibt sich dy*(w)—dqg*(u) und damit auch dy(u)=dq(u), im 
Widerspruch zu unserer Annahme. Damit sind alle Behauptungen von 
Satz XVI bewiesen. 


Definition XII. Wir nennen eine Belegung dy(u) kurz die 
Mazximalbelegung von F(x) oder auch von % (2), wenn dy (u) diejenige 
Lésung des der Form F(x) zugeordneten Momentenproblems ist, bei der 
im Punkte u=0 die Masse M konzentriert ist, wo M die gleiche Be- 
deutung wie in Satz XVI hat. 

Nach Satz XVI existiert mithin zu einer definiten Form immer eine 
Maximalbelegung. Ist das der Form zugeordnete Momentenproblem be- 
stimmt, so ist die Lésung dieses Momentenproblems gleichzeitig Maximal- 
belegung. Ist die Form auBerdem noch uneigentlich definit, so wird 
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M=0, in diesem Fall ist der Nullpunkt kein Kondensationspunkt der 
Maximalbelegung. 
3. Es bezeichne 4 eine beliebige reelle feste Zahl und 8 (+) wie im 


§4 die transformierte Potenzreihe 
) = > (- 17 


80)-8 _ aan 


deren Koeffizienten @, sich aus den c, mit Hilfe der Formel (60) des § 4 
bilden lassen. 





Die inverse Substitution ergibt 
B()-B()) o-2O(-ae 


Ist dgy(u) eine beliebige Lésung des der Potenzreihe (4) zugeord- 
neten Momentenproblems, so ist dg(u— 4) eine Lésung des der Potenz- 


reihe 8 (+) zugeordneten Momentenproblems, denn es ist wegen (60) 


+e +x . +2 
J wap(u —iA)= f(u+ d)’do(u) = Py () i” { urd (u) = €,. 
-*” -2 x=0 —-@«2 


Ist umgekehrt d@(u) eine Belegung, deren Momente »-ter Ordnung 


+2 
f urdg(u) = é, sind, so wird 


= x 


f wdg@(u+day— f (u—d)"dG(u)—c,. 


D. h. aber, man erhalt aus den Lésungen des der Potenzreihe B(5) zu- 
geordneten Momentenproblems simtliche Lésungen des der Potenzreihe 
B (=) zugeordneten Momentenproblems, indem man samtliche zu x (+) 
gehérigen Belegungen dy (u) lings der u-Achse um die GréBe 4 nach rechts 
verschiebt. Diese einfache Uberlegung fiihrt zu der wichtigen Bemerkung: 


ist das der Potenzreihe B (2) zugeordnete Momentenproblem bestimmt (un- 


bestimmt), so ist das der transformierten Potenzreihe (4) = B(-,) 


zugeordnete Momentenproblem bei beliebigem reellen 1 gleich{alls bestimmt 
( unbestimmt ). 


Es werde jetzt vorausgesetzt, daB das der vorgelegten positiv definiten 
Potenzreihe % (4) zugeordnete Momentenproblem unbestimmt ist und der 


mit B (+ korrespondierende Kettenbruch $( z) existiert. Dann mu8 nach 
; po \ 








rrvr;, 


=s = @D et #& 
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Satz XV die mit (+) assoziierte Form F(x) eigentlich definit sein, also 
der Grenzwert 
lim 4, = # 


existieren. Andrerseits besitzt aber, wie eben bemerkt wurde, auch das 
der Potenzreihe R( ) zugeordnete Momentenproblem fiir jeden reellen 


1 
7 
Wert von A mehr als eine Lésung, die mit R(2) assoziierte Form F (2) 
ist daher gleichfalls eigentlich definit, d. h. es existiert auch der Grenzwert 
lim “4, = #. 


Nun ist aber nach den Formeln (63) und (64) des § 4 und den Formeln 
(45) und (38) des § 2 














na—1 m—1 =9 B—1 WB ss n—1 _9 
- Ss Y (0) 7 Vy (4) .’ vy, (0) Vy (a) 2 
iam ee ee ae =2 a, (¥e@) 


Es ergibt sich also der 
Satz XVII. Ist das der Potenzrethe 8 (=) zugeordnete Momenten- 


probiem unbestimmt und existiert der mit B (=) korrespondierende K etten- 
bruch S(z), so konvergiert die Rethe 


>, 2n+1 Qin (A) 


fiir jeden reellen Wert von i. 


4. Obgleich wir im Laufe unserer Untersuchungen noch wesentlich 
einfachere und brauchbarere Kriterien fiir die Bestimmtheit des Momenten- 
problems ableiten werden, wollen wir doch schon an dieser Stelle ein 
solches Kriterium formulieren, um die Bedeutung des Satzes XV besser 
hervortreten zu lassen. Dieses Kriterium wird uns durch eine zweck- 
miBige Umkehrung des Satzes XVII geliefert. 


Satz XVIII Ee sei & (7) eine positiv definite Potenzreihe; damit 
das der Potenzrethe x (=) zugeordnete Momentenproblem bestimmt ist, 
ist notwendig und hinreichend, dap zu den durch Transformation aus 


Dt (+) gewonnenen Potenzreihen (=) = ( +) Zahlen u,, = u,,(A) ge 


z+A 
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héren, die héchstens fiir endlich viele Werte von i unterhalb einer ge- 
meinsamen von n unabhdngigen festen Schranke M liegen. 

Beweis. DaB die angegebene Bedingung fiir die Bestimmtheit des 
Momentenproblems hinreichend ist, folgt unmittelbar aus Satz XVII. Um 
zu zeigen, daB diese Bedingung auch notwendig ist, gehen wir von der 
entgegengesetzten Annahme aus, es existiere eine feste Zahl M und un- 
endlich viele Punkte u=—4,, u=A,,..., w=4,, ... derart, daB die zu 


B (4) —B(2_) eehérigen Zahlen j2f” = jig(4,) simtlich < M sind. 


Da (vgl. Formel (58) des § 3) die GréBen 7,” mit wachsendem n 
nie abnehmen, so existieren die Grenzwerte 





lim jig” — 2 = (2) 


und es bleibt gleichfalls 
- < M ; 


Wir bezeichnen voriibergehend mit PF” (zx) die mit §, (2) assozlierte 


quadratische Form und mit M, den Grenzwert der Minima M.” der Ab- 
schnittsformen F,” (zx) auf der Ebene z,=1 (vgl. § 3). Danr existiert 
nach Satz XVI eine Belegung dy” (u), bei der im Punkte u—0 die 


Masse M, konzentriert ist und die eine Lésung des der Form F ” (ae) zu- 
geordneten Momentenproblems liefert. 


Nach Voraussetzung ist nun aber das der Potenzreihe % (<) zugeord- 
nete Momentenproblem bestimmt. Dann ist, wie oben bemerkt wurde, 
auch das der transformierten Potenzreihe §, (=) = z ( 





1 \ 
— } zugeordnete 
Z-> Ay 

1 


Momentenproblem fiir alle 4, bestimmt und man kann die zu (2) ge- 
hérige Belegung dw(u) durch passende Verschiebung der zu §, (=) ge- 
hérigen Belegungen dy”’(w) darstellen. Es wird also 
dy(u)=—dyp™(u+4,)=—dp”(u+4) =... =dp(u+4)=... 
Nun hat aber die Belegung dy(u) im Kondensationspunkte u=—0 die 
Masse M und die Belegungen dy” (u-+4,) im Kondensationspunkte 
u = — 4, die Masse M, konzentriert. Dies gilt fiir alle y 1, 2,...—+ 0. 
Andererseits ist aber nach Formel (57) des § 3 
ee . 
M, = a > T° 


die Belegung dwy(u) besaiBe also unendlich viele Kondensationspunkte, in 


denen Massen gréBer als a konzentriert sind, und die zugehérige Be- 





| 
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legungsfunktion y(u) wiirde folglich in diesen unendlich vielen Konden- 
sationspunkten jedesmal einen Sprung erleiden, der gréBer als - ist. 
Dann kénnte aber y(w) nicht beschrinkt sein und dy(w) ware keine 
Belegungsfunktion mit den verlangten Eigenschaften. 


Unsere Annahme iiber die Punkte u = i, fiihrt also zu einem Wider- 
spruch. Damit ist der Satz bewiesen. 


§ 11. 
Hilfssitze iiber Belegungen endlicher Ordnung. 


1. Um unsere Darstellung spiter nicht zu unterbrechen, wollen wir 
in diesem und im folgenden Paragraphen einige oft zu benutzende Hilfs- 
sitze zusammenstellen. 


Definition XIII Wir nennen eine Belegung dy(u) eine Belegung 
der positiv definiten Potenzreihe % (=) von hdherer als n-ter Ordnung, 
wenn dp(u) entweder eine Belegung endlicher Ordnung gréfer als n 
von B (=) oder eine Lésung des der Potenzreihe % (2) zugeordneten 
Momentenproblems ist. 


Die Tschebyschefschen Ungleichheitsbeziehungen*), 


Es sei dD, (wu) eine beliebige Belegung n-ter Ordnung der positiv 
definiten Potenzreihe & (=) mit den Kondensationspunkten u=A,, 
u=A,,...,w=A, und den in thnen konzentrierten Massen N,, N,,...,N 


Ist dp(u) eine beliebige Belegung der Potenzreihe x (2) von hdherer 


als der Ordnung n, so ist in jedem Kondensationspunkte u =A, der Be- 
legung dP, (w) 


(112) ®, (1, — 0) < v(4 — 0) S (4 +0) < (4, +0). 


4°): Diese Ungleichheitsbeziehungen wurden zuerst von Tschebyschef in einer 
Arbeit ,Sur les valeurs limites des intégrales“ (Journ. de Math. pures et appl., 
(2) 19 (1874), S. 157 u. 160; abgedruckt in den ,(Buvres“, II (Petersburg 1907), 
8. 188-185] ohne Beweis angegeben. Den ersten Beweis verdffentlichte A. Markoff 
in einer Note ,Démonstration de certaines inégalités de M. Tschébychef*, Math. 
Ann. 24 (1884), S. 172—180. Unabhingig von diesen Arbeiten, wie u. a. aus seinem 
Briefwechsel mit Hermite hervorgeht, fand Stieltjes diese Ungleichheitsbeziehungen 
und verdffentlichte sie wenige Monate spater als Markoff in seiner Abhandlung ,, Quelques 
recherches sur la théorie des quadratures dites mécaniques“, Ann. scient. de ]’écol. 
norm. supér. (3) 1 (1884), 8S. 407—426; siehe insbes. S. 416—420. Vgl. auch ,Corre- 
spondance d’Hermite et de Stieltjes“, 1 (Paris 1905), Brief vom 3. V. 84, S. 101—105. 
Die Beweise von Stieltjes und Markoff und der hier angegebene stimmen genau iiberein. 
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Beweis, Zur Erleichterung fiir den Leser werde der Markoff- 
Stieltjessche Beweis kurz skizziert. Man konstruiere ein Polynom T(z) 
vom Grade 2n — 2, das den 2n — 1 Bedingungen geniigt: 


T(4,) =-1 (a) =0 
T(4) =1 (4) =0 


Indem man sich mit Hilfe des Rolleschen Theorems der Differentialrech- 
nung die Lage der Nullstellen von 7’ (x) klar macht [vgl. die anschau- 
lichen graphischen Darstellungen des Polynoms 7'(z) bei Markoff und 
Stieltjes 1. c. Anm. **)], iiberzeugt man sich leicht davon, daB 


(I) T(z#)>1 fir —co<2z<i,, 
(II) T(z)>0 fir 4,5 %4< +00. 
Dann ist 


+2 


ST (u)d®,(u) =N, +N, +... +N, = © (4,4 0). 


Nun ist aber, da Z7'(u) ein Polynom vom Grade 2n — 2 ist, mit 
Riicksicht auf die Definition IX der Belegung n-ter Ordnung 


+@ +x 
(113) ® (4,40) = fT (u)d®, (u) = f T(u)de(u). 


Ist w=4A, auch ein Kondensationspunkt der Belegung dy(u), so be- 
zeichne A die in ihm konzentrierte Masse; im andern Falle werde A — 0 
gesetzt. Es ist nunmehr wegen (I) und (II) 

4, -0 


+@ ¥ cs) 

Sf T(u)de(u) =f T(u)de(u)+ AT (4) + fT (u)dy(u) 
-@ = A, +0 
A 0 


> fdg(u)+4=9(4—0)+4 =9(%, +0), 
mithin in Verbindung mit (113) 
©, (4, + 0) > p(4,4+ 0). 


Die Beziehung as 
(114) ®, (4, — 0) < p(d4, — 0) 
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wird entsprechend vermittelst der Konstruktion eines Polynoms S(z2) 


vom Grade 2m — 2 bewiesen, das fiir w=—4,,A,,..., 4,-1 verschwindet, 
fiir w=4,,4,4:,...,4, den Wert 1 annimmt und dessen Ableitung an 
den n—1 Stellen w=—A,,..., 4-1, 4r41,..., 4, verschwindet. Dann ist 
(1’) S(x)>0 fir —-coo<2<i,, 
(II’) S(z)>1 fir 1,.<2<+0, 


und es ergibt sich ebenso wie oben 


c, — ©, (4, — 0) = N,+Ni41+... +N, 
= J 8(u)d®, (u) = J 8(u)dg(u) 


> Sde(u) =o, — y(d4,—0). 
4,—0 
Hieraus folgt wegen c, > ©, (u), ¢, >y(u) die Beziehung (114), w. z. b. w. 


2. Aus den Tschebyschefschen Ungleichheitsbeziehungen folgert man 
leicht den 


Hilfssatz 1. Hs set dp(u) eine Belegung hoherer Ordnung der 
Potenzrethe B ( ) als eine beliebige Belegung n-ter Ordnung d®, (u) 


1 
z/ 
von z (= ). Es seien ferner u=—a und u=b Wachstumestellen der 
Funktion g(u), dagegen das Intervall a4+0<u<b—0 ein Kon- 
stanzintervall von p(u). Dann kann die Funktion ®,(u) im Intervall 
a+0<u<b—O, die Punkte a und b eingeschlossen, héchstens eine 
Sprungstelle besitzen °). 

Bemerkung. Ist also beispielsweise der Punkt « =—b6 ein Konden- 
sationspunkt der Belegung d®,(u), so kann die Funktion ®,(u) weder 
im Innern des Intervalls a...6, noch im Endpunkte u—a eine weitere 
Unstetigkeit besitzen. Ist andererseits der Punkt u—a ein Kondensations- 
punkt, so besitzt die Funktion ®,(u) im Intervall a...b, den Endpunkt 
u = b eingeschlossen, gleichfalls keine weiteren Wachstumstellen mehr. 

Beweis. Angenommen, es gibe zwei Unstetigkeitsstellen «= A, 
und w=4,,;, von ®,(w), die im Innern oder in den Endpunkten des 
Intervalls a<u<b gelegen sind, so miiBte, da doch im Intervall 


he +0 usi4iui-—0, 


die Funktionen y(u) und ®,(u) beide konstant bleiben, die Funktions- 


differenz y(u)— ®,(w) dort bestaindig > 0 oder bestaindig = 0 oder be- 
standig < 0 sein. 


50) Vgl. das etwas weniger scharfe Resultat bei Stieltjes 8, S.79—81 und 8. 94. 
Mathematische Annalen. LXXXI. 20 
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Im Falle gp (u) — ®,(u)>0 wire 


(115) p (Ag + 0) > ®, (4, + 0). 
Im Falle p (u) — ®,(u) <0 ware 
(116) @ (dps1 — 0) < ®, (dgy1 — 0). 
Im Falle g (uv) — ©, (u)=0 ware 
(117) p(A,+0)= @, (4, +0) = D, (Ana: — 0) = @ (4,41 — 0). 


Alle drei Beziehungen (115), (116) und (117) widersprechen aber 
den Tschebyschefschen Ungleichheitsbeziehungen (112) und damit ist die 
Behauptung des Hilfssatzes 1 bewiesen. 

3. Hilfssatz 2. Es set eine unendliche Folge von Belegungen end- 
licher Ordnung d®”’(u) der Potenzreihe x (<) vorgelegt, die im Sinne 
der Definition X gegen eine Belegung dy(u) konvergieren médge. Es 
sei ferner der Punkt u=A eine Wachstumstelle von y(u). Ist 5 eine 
beliebig kleine vorgegebene positive Zahl, so existiert eine Zahl N = N (6,4), 
die nur von 5 und i abhdngt, von der Beschaffenheit, daB alle Belegungen 
d®”’(u), deren Index vy > N (4d) ist, einen im Intervall 4—6<u<i+és 
gelegenen Kondensationspunkt besttzen. 

Beweis. Da die Menge der Unstetigkeitsstellen von m(u) als einer 
monotonen Funktion im Intervall 4—d<u<i+6 abzihlbar ist, so 
existieren mindestens zwei Stetigkeitsstellen u = 2’ und 4” von (uw), wobei 

4—d<’ <A, Acs" eis 
ist. 

Setzt man w=q@(i")— (A), 80 ist nach Voraussetzung w > 0. 

Nach der Definition X folgt ferner aus der Voraussetzung, daB die 
Folge der Belegungsfunktionen ®”(u) mit wachsendem » in allen Stetig- 
keitspunkten von g(u), also mindestens in den Punkten w=’ und 
u =” gegen die Funktion g(u) konvergiert. Es existiert demnach eine 
ganze Zahl N = N (6,4), die nur von w und damit nur von 6 und / 
abhingt, derart, daB fiir » > N 

|9(@’)—e@’)is3, 10°")-9Q")1 SF 
ist. Mithin ergibt sich fiir » > N 


o (2) — ® (2) > p(2") — pa’) — |  (2") — w(4”) | — | 8 (7) — e(2’)| 


w w w 
="—-5-t-F 


d. h. aber: die Funktionen ®(%) haben fiir » > N = N (4, 4) im Innern 
des Intervalls 4’< «u<” eine Wachstumsstelle, also erst recht im Innern 
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des Intervalls 4— 6< u<A+4, in dem das Intervall 4’< u <i" ent- 
halten ist. Da auBerdem die Belegung d®’(u~) von endlicher Ordnung 


ist, so mu8 diese Wachstumsstelle ein Kondensationspunkt von dd” (x) 
sein, w. z. b. w. 


§ 12. 
Ein funktionentheoretischer Hilfssatz. 


1. Hilfssatz 3. Hs sei eine unendliche Folge reeller von Null 
verschiedener Zahlen vorgelegt 


Ch, eS ch dees ONCE Cae... eee 
derart, dap 


**) 


Ts 


konvergiert, und mithin das unendliche Produkt 


+2) _£ 
g(2)=]] (1+ Z)e * 


eine ganze transzendente Funktion darstellt. (Hierbei bedeutet ein fiir 
allemal der Strich hinter den Zeichen = und TI, daf der Index v= 0 
auszulassen ist. ) 

Es sei ferner 


Qun, (Z)> Qa (%)s ++ +> Qn, (2%), ++ +» (1, —> 00) 

eine unendliche Folge von Polynomen m,-ten Grades, mit nur reellen Null- 
stellen, fiir z ~ 0 mégen die Polynome sdmtlich den Wert 1 annehmen. Die 
Nullstellen des Polynoms Qm,(— 2) bezeichnen wir mit a". Man denke 
sich die Zahlen 1S" — ebenso wie die Zahlen i, — der Grofe nach geordnet 
und versehe diejenigen 1", die kleiner als Null sind, mit einem negativen, 
die iibrigen 1" mit einem positiven Index. 

Uber die Nullstellen u = i!"” machen wir die beiden Voraussetzungen: 

Erstens. Es set fiir jedes feste y 


(118) lim 4" — 4,. 


h=m 
Zweitens. Fir alle m, 
bbe fir v>2, 


(119) rae 
a™ < Aya: fiir y¥s— 2. 


$1) 


51) Man beachte, daB die Relation (118) nicht gleichméBig fiir alle » voraus- 
gesetzt ist. 


20* 
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Setzt man 
Om, “2a i’ 
wo die Summe rechter Hand iiber sdmiliche Nullstellen des Polynoms 
Qm,(— 2) 2u erstrecken ist, so konvergieren die Funktionen e "QO, (2) 
mit wachsendem h in jedem endlichen Bereich der z-Ebene gleichmafig 
gegen die ganze transzendente Funktion g(z). 


Beweis™). Ist Z eine beliebig groBe vorgegebene Zahl > 1, so wahle 
man zwei feste Indizes 9 > 0,0 <0 derart, dab 


(120) e <i, ead 1 
| Ae | 


he 


ist und zerlege die Funktionen g(z) und 7" On, (2) fiir m,>o+ || 
in zwei Faktoren, indem man setzt: 


M,(2)= JJ (i+Z)e *, nim («) = 17 (1 1+ Tay) ame 








“ Zz 
(121) s) BR ~ m,) 
T1,(z) = JJ (1+ ze *» T(z) = W(i+--)e *”: 
WS a4 ci (m) “» *- 
Ay Dhota “ot 
Ge aa 


hierbei folgt die Konvergenz des unendlichen Produktes TT,(z) aus der 


+@ 


Voraussetzung, daB be = konvergiert, nach dem WeierstraBschen Funda- 


v=-—@ “" 


mentalsatz iiber die Produktzerlegung ganzer transzendenter Funktionen. 
Offenbar ergibt sich aus (121) 


(122) g(2)—=TT,(2)TMy(z), €-™* Quy (2) = TH” (2) THz) 
DaB der Grenzwert 


(123) lim TT;"" (z) = TT, (2) 

A=@ 
gleichmaBig fiir |z| < Z existiert, folgt unmittelbar aus der Voraussetzung 
(118); es bleibt mithin nur noch iibrig, die gleichmaBige Konvergenz der 
Funktionen TT,” (z) nachzuweisen. 


%) Diesen Beweis, der meinen urspriinglichen, lingeren ersetzt, verdanke ich 
einer freundlichen Mitteilung von Herrn v. Pidoll aus Miinchen bei der ersten Kor- 
rektur. 














Stieltjessches Momentenproblem. I. 809 
Man bilde zunichst mit Riicksicht darauf, daB nach Voraussetzung 


x konvergiert, die Koeffizienten 


Ww 








=-—f= 
, - ss 
(m,) + 1 i a. ; y z ad 
A= DS (8)? A. = — re 7" (x22), 
ai) > (™) 
7. Soe 
= a 
A == 5’ 1 abe 71 od 9 
sad fd | 1,|* hel 4* ( = 2) 
vr=0 v=o A 


und bemerke, daB erstens wegen (119) 


(124) |AL’ |< A, (fiir alle m,>o+|o]), |AnJ<A,, 
zweitens wegen (118) und (119) 
(125) lim AM” = A,,, 

hA=@ 


und drittens, daB die Reihe 


konvergiert, denn wenn mit 4’ die kleinere der beiden Zahlen 4, und | A, | 


bezeichnet wird, so ist A, < re A,, mithin 
=0)= 
Asan, yA, (2), 
ad x=0 “Ts 4 


und diese Reihe ist wegen (120) konvergent. 
Aus (124) folgt unmittelbar, daB auch die Potenzreihen 


A™ (2) = S'(— 1)"** Am =, A(z) = >) (- 1)***A,— 
x=2 


x 
x=2 


fiir |z| <Z konvergieren und daB in dem selben Bereich die Reihe A eine 
Majorante saimtlicher Reihen A(z) und A(z2) ist. 


Es ergibt sich mithin in Verbindung mit (125), daB die Beziehung 
lim A(z) = A(z) 


A=@ 
gleichmaBig fiir |z| < Z besteht. 
Andrerseits ist aber mit Riicksicht auf (121) 


TI, (2)=e4, T"*"(z) = e4'™ (2), 











310 H. Hamburger. 
mithin gilt auch gleichmaBig fiir |z| < Z 
lim TIf”” (z) = TI, (2), 


h=@ 
und diese Beziehung ergibt zusammen mit (123) wegen (122) den Beweis 
der Behauptung des Hilfssatzes. 


§ 13. 
Ps, - 1 (2 ) 
Die Folge der Naherungsbriiche 2...@)° 


1. Satz XIX. Die mit einer positiv definiten Potenzreihe 8 (2) 
korrespondierende Folge von Naherungsbriichen™) os ist immer kon- 


‘en—1 (2) 
vergent, und zwar ist in jedem Gebiete der z-Ebene vom Typus 2 gleich- 
mapig 
Pon —1 (2 z) dy (u) 
lim Ons) "J ate” 


—-@ 





wo dyw(u) wieder die Mazximalbelegung von F(x) bezeichnet. 

Ist das der Form F(x) zugeordnete Momentenproblem unbestimmt, 
so existieren auferdem zwei ganze transzendente Funktionen r*(z) und 
a*(z) und eine unendliche Folge von reellen Zahlen ¢,,¢,,..., die alle 
unterhalb einer gemeinsamen festen Schranke Z bleiben, von der Be- 
schaffenheit, daB in jedem endlichen Teilbereiche der z-Ebene gleich- 
ma fig 

lim e~*»* P,,_,(z) = r*(z), lim e-***Qgn-1 (z) = 8*(z) 
wird **), 

Beweis. Der erste Teil dieses Satzes folgt leicht aus den Siatzen 
XV und XVI des § 10: 


Ist die Form F(z) uneigentlich definit, so konvergiert nach Satz XV 





53) Wenn sich auch eine positiv definite Potenzreihe % (2) nicht immer in einen 
korrespondierenden Kettenbruch S(z) entwickeln la8t, so existiert wenigstens in jedem 
Falle die Folge der durch die Formeln (27) des § 2 definierten Naherungsbriiche 
os 13) | aie im folgenden die mit der Potensreihe 8 =) (baw. mit der Form F (z)) 

na 
nt od Folge der Naherungsbriiche ungerader Ordnung genannt wird. 

*) In §16 Teil If wird als Erginzung zu diesem Satze bewiesen werden, daB 
die Folge der Zahlen ¢, nicht nur beschrankt, sondern sogar konvergent ist, daB 
also auch die Folge der Polynome P,,_,(z) (bzw. Q,,—,(z)) selbst gegen eine ganze 
transzendente Funktion r(z) (bzw. s(z)) konvergiert. 
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der mit F(a) assoziierte Kettenbruch K (z) vollstandig, mithin konvergieren 
auch die verallgemeinerten Naherungsbriiche 
— Vn(0) \ _ Pons (2) 
K, (2: V.—1(0)) ~ Qen—1 (2) 
gleichmaBig in jedem Gebiete der z-Ebene vom Typus 2. Wir kénnen 
uns daher beim Beweise auf die mit eigentlich definiten Formen F(z) 





korrespondierenden Folgen von Naherungsbriichen ona, beschranken. 
an—1 


Im § 6 wurde gezeigt, daB sich die Quotienten eed als Stieltjes- 
sche Integrale darstellen lassen (vgl. Formel (86)), und zwar wurde gesetzt 


+@ 
Pyn-1 (2) — { 2¥-(2) 
Qan—1 (2) z+u - 





Die Belegungen d¥, (uw) sind dadurch charakterisiert, daB sie den 
Punkt «—0 zum Kondensationspunkt haben, in dem die Masse M“” 
konzentriert ist. Hierbei bedeutet M“™ wie iiblich das Minimum der 
Abschnittsform F(z) auf der n-dimensionalen Ebene x, = 1. 

Die M“” bilden aber eine Folge von Zahlen, die, da F(x) eigentlich 
definit vorausgesetzt ist, sich einem Grenzwert M>0 nahern; und zwar 
ist nach Formel (59) des § 3 


M™>M., 


Es laBt sich daher eine neue Belegung endlicher Ordnung d ¥," (u) 
bilden, die aus der urspriinglichen Belegung d'¥,(u) durch Entfernung 
der Masse M im Kondensationspunkte u=( gewonnen wird. Auch fiir 
diese neuen Belegungen d¥;"(u) ist der Punkt «= 0 ein Kondensations- 
punkt, in dem die Masse M”’ —M> 0 konzentriert ist. 

Es ist ferner offenbar 


+o 
fa¥X(u)=—c,—M 
(126) Pag 
furd¥(u) =e, fiir »=1,2,...,2n—2, 


auBer im Falle V,_,(0) = 0, wo (126) nur fiir » 1, 2,...,2n — 8 gilt. 

Da auch die Belegung d¥(u) ebenso wie die urspriingliche Be- 
legung d¥(u) im ganzen n (bzw. im Falle V,_,:(0)=—0 nur n— 1) 
Kondensationspunkte hat, so folgt in Verbindung mit (126), daB d¥~(w) 
eine Belegung n-ter (bzw. n —1-ter) Ordnung der quadratischen Form 
F(z) — Mz} ist. Diese Form ist aber nach Satz VI des § 3 uneigentlich 
definit, das ihr zugeordnete Momentenproblem mithin nach Satz XV des § 10 
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bestimmt. Dann konvergiert aber nach Satz XIV des § 9 jede unendliche 
Folge von Belegungen endlicher Ordnung der Form F(z) — M22, wofern 
nur ihre Ordnung iiber alle Grenzen wichst, im Sinne der Definition X 
des § 6 gegen ein und dieselbe Belegung dy*(u), die die einzige Lésung 
des der Form F(z)— Maz? zugeordneten Momentenproblems ist. Dies 
gilt gewiB fiir die Folge der Belegungen d'¥"(u). Es besteht ferner nach 
Satz XII’ des §7 gleichmaBig in jedem Gebiet der z-Ebene vom Typus 


Q die Beziehung 
him fs (u) ~ fare 





Daraus folgt aber: 





+2 +@ c +2 

lim 2H eC) + tim d¥a(u)_M, (dw dy (w) 

azo Jd *+8 RY ee z+u z z+ zu’ 
-s —-@s -@ -s2 


oder mit anderen Worten nach Satz XII” 


(127) lim dP (vw) = dy(u), 


wenn dy(u) diejenige Belegung bedeutet, die aus dw*(w). gebildet wird, 
indem man zu dieser Belegung im Nullpunkte die Masse M hinzufiigt. 

Der Punkt w= 0 ist nach dem Zusatze zu Satz XVI des § 10 kein 
Kondensationspunkt der Belegung dy*(u), weil dy*(w) zu einer un- 
eigentlich definiten Form gehért; dagegen ist der Nullpunkt ein Kon- 
densationspunkt der Belegung dy(u), in dem die Masse M konzentriert ist. 

Da dy*(u) eine Lésung des der Form F(x)— Mz; zugeordneten 
Momentenproblems ist, so ist offenbar fiir alle » 


furdy(u)=c,, 


dy(u) ist also in der Tat die Maximalbelegung von F(x) (vgl. Defini- 
tion XII). Damit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen. 

2. Der zweite Teil unseres Satzes bezieht sich nur auf solche kor- 
respondierenden Folgen von Naherungsbriichen ungerader Ordnung, die zu 
quadratischen Formen mit unbestimmten Momentenproblemen gehéren. 
Es werde zunichst aus dieser Voraussetzung gefolgert, daB in jedem Be- 
reich der z-Ebene vom Typus 2 héchstens endlich viele Punkte z= 2, 
=2%,+ty_ (Yo+ 0) existieren, in denen die Polynome Q:,_;(z,) fiir 
gewisse hinreichend groBe n solche Werte annehmen, die dem absoluten Be- 
trage nach gréBer als jede noch so groBe endliche positive Zahl sind. 

Zu jedem derartigen Punkte z= z, und zu jedem vorgegebenen, be- 
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liebig kleinem positiven e laBt sich nimlich eine unendliche Folge von 
Indizes n, <n, <...<m,<..., die von der GréBe z, und von « ab- 
hangt, derart angeben, da fiir alle Indizes n, der Folge 

1 7 
Qany—1 (#e)| S¢ 
na 





wird. 

Ist jetzt dq(u) eine beliebige Lésung des vorgelegten unbestimmten 
Momentenproblems und ist ferner m>n,, so ist nach Formel (104) in 
Verbindung mit Formel (109) des § 10 


fie fie| 2m c 2us* 
: +e] 1Qba-1(te)| ™ Ivel ’ 
| Ye 








3 
z, 





wo d®,(u) eine beliebige Belegung m-ter Ordnung der vorgelegten 
quae Form F(x) bedeutet. « bezeichnet den Grenzwert 


lim a Hay sy Ge,+1; dieser existiert nach Satz VI § 3, da die Form F(z 
v=0 
Sea Satz XV des § 10 eigentlich definit ist. 
Da man « beliebig klein annehmen kann, wofern nur n, und damit 
m groB genug gewahlt wird, so folgt 


Ts 


(128) lim | 22a(%) _ | eee) 


m= @ Zo +% zeo+u - 
-2 -—2 


Nach Voraussetzung ist aber das vorgelegte Momentenproblem unbestimmt. 
Sind also dw(u) und dy(u) zwei seiner voneinander verschiedenen Lé- 
sungen, so werden nach der Anm. *°) auf S. 258 auch die beiden ana- 
lytischen Funktionen 


7, dow) dy (u) 
f(z) — ~ fen und pi) = fae 


voneinander verschieden sein. 
Andererseits folgt aber, da die Beziehung (128) fiir jede beliebige 
Lésung dgy(u) des Momentenproblems gilt, 


+x 


f(z) = f, (%) = lim d Dy, (%) 


m=@ a 





fiir alle Punkte z=z,, in denen die Polynome Q.,-:(z,) dem absoluten 
Betrage nach iiber alle Schranken wachsen. Es kann daher in einem 
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Bereich vom Typus 2, in dem die Funktionen f(z) und f,(z) beide 
regular sind, héchstens endlich viele solcher Punkte z = z, geben, da zwei 
voneinander verschiedene analytische Funktionen in einem ganz im End- 
lichen gelegenen abgeschlossenen Bereich, in dem sie beide regular sind, 
héchstens in endlich vielen Punkten einander gleich sein kénnen. 

Damit ist um so mehr bewiesen, daB unter unendlich vielen Punkten 
der z-Ebene, die wenigstens einen im Endlichen gelegenen nicht reellen 
Haufungspunkt besitzen, mindestens ein Punkt z =z’ existiert, in dem 
alle Polynome 


(129) 1\Qen-1(2")| SM 


bleiben, unter M eine feste positive Zahi verstanden, die nur von z’ aber 
nicht von n abhdangt. 


3. Dies vorausgeschickt, soll gezeigt werden, daB die zur Maximal- 
belegung gehérige Funktion y(u) in jedem endlichen Intervall nur endlich 
viele Wachstumsstellen haben kann, die dann offenbar als isolierte Wachs- 
tumsstellen Kondensationspunkte der Maximalbelegung dy(u) sind. 


Wir gehen von der gegenteiligen Annahme aus, da8 ein ganz im 
Endlichen gelegenes Intervall —b<u<b existiert, welches unendlich 
viele Wachstumsastellen von y(u) enthalt. Bedeutet p eine beliebig groBe 
ganze positive Zahl und bezeichnen wir mit «,,, ,,, ..., @,, p der 
unendlich vielen Wachstumsstellen von y(u) im Intervall —6...+ 6, so 
laBt sich wegen (127) nach Hilfssatz 2 des §11 zu jeder vorgegebenen 
beliebig kleinen Zahl 6 eine nur von 4 und den im Intervall —b...+ 56 
betrachteten p Wachstumsstellen abhaingige Zahl N—N(p; 4) derart 
bestimmen, daB die Polynome Q,,-:(u), wenn n=WN ist, im Inter- 
vall @,, — 6ésus My, +6 (fir 9 =1,2,..., p) mindestens eine Null- 


stelle ow,” besitzen. Nun ist aber fiir z= iy nach Formel (110) des § 10 





Qen- (e)= iv TT (14 a): 


Es ist ferner fiir die p Nullstellen w,”’, die im Intervall -b<u<+b 
gelegen sind, 
= Vi+s +4 


wenn y >» gewahlt wird, und fiir die iibrigen n — p—1 Nullstellen w,” 


1+ 





1+ oh v\>1. 
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Mithin ergibt sich schlieBlich wegen yu, > a, 
= A 
° *\32 
(130) IQen-1 (éy)| 2 a,0(1+%) 
fir n>N und y> 7. 


Da diese Beziehung unter der Annahme, daB unendlich viele Wachs- 
tumsstellen von y(u) im Intervall —-6<u<-+ 6b gelegen sind, sich fiir 
jedes noch so groBe p beweisen la8t, wofern N = N(p; 5) nur groB genug 
gewak't wird, so folgt aus (130), daB fiir y> das Polynom Qe,q_: (ty) 
fiir n> N oberhalb einer festen Schranke bleibt, die mit p iiber alle 
Grenzen wichst. Diese aus unserer Annahme gezogene Folgerung steht 
aber im Widerspruch mit der im Abschnitt 2 dieses Paragraphen voraus- 
geschickten Bemerkung, nach der unter den unendlich vielen Punkten iy 
mindestens ein Punkt z’=iy’ (y’ >) existiert, in dem alle Polynome 
Qen-: (ty) dem absoluten Betrage nach unter einer gemeinsamen festen 
Schranke M bleiben. Damit ist bewiesen, daB die Funktion y(u) in jedem 
endlichen Intervall nur endlich viele Wachstumsstellen haben kann. 


Wir bezeichnen diese Kondensationspunkte der Belegung dy(u) mit 
u =, (— 0o<»<oo) und mit M, die in ihnen konzentrierten Massen. 
Wir denken uns ferner die Zahlen w, der GréBe nach geordnet, so daf 


— 0... @, < M1 <<... KL O_, <M =DS aw, <... +00 


wird. Schreiben wir das Stieltjessche Integral in Summenform, 80 er- 
gibt sich 








+@ 
d M M, 
f(s) = {$2 M4. SP Me 


Hierbei bedeutet der Strich, daB das Glied mit dem Index » = 0) bei der 
Ausfiihrung der Summation fortzulassen ist. 


4. Nunmehr soll nachgewiesen werden, daB die unendliche Reihe 
Pg 5 konvergiert. 


Es seien u =,” die Wurzeln der Gleichung Qe,-:(— u) = 0 der 
GréBe nach geordnet, es sei also 


(n) (n) 
ee Ae <a” < wy =0< aM <...< my), 
—n n 


wobei ‘i bzw. ‘ die Anzahl der positiven bzw. negativen von Null ver- 
schiedenen Wurzeln bedeutet, so daB oy > n=n—1 ist (auBer im Falle 
V,-1(0)=0, wo n + n=n—2 wird ). 
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Ist jetzt ein Intervall -b’<u<b und eine beliebig kleine positive 
Zahl 6 vorgelegt, so existiert nach dem Hilfssatz 2 des § 11 eine Zahl 
N = N(b; 5) derart, daB sich fiir alle n> N eine Zahl w,” finden laBt, 
die der Beziehung 


(m) 





(131) | @ — w,| <4 
geniigt. 
(+) (-) , . ; 
os seien go und go zwei passend gewihite Indizes, so da 
m% S—b4+256< om, > My) <b—2é<m,), wird; auBerdem werde 
e-1 +1 


vou vernhereie 5d 80 " kdein angenommen, da8 w,_,+dé<0,—<d fir 
e < y < o 7 1 ist. Um die Lage samtlicher Nullstellen u=o™ zu 
bestimmen, wende man im Hinblick auf (131) und den Umstand, daB 
alle Gleichungen Q;,-;(— z) = 0 die Wurzel z = wo” =0 gemeinsam haben, 
den Hilfssatz 1 des § 11 an (man beachte insbesondere die dort beige- 
fiigte Bemerkung). Dann ergibt sich zunichst w{""—\", und ferner 
folgt fir n > N 


(+) 


- (-) 
199 o” < w, fir »< 0 —1, wo, < wo fiir 0 +1<y», 
) 
a | ( = ) 
w,-.< oo” <a, fir o<r<-—l, wo, < wo < w,.; fiir l<v<o. 


Da ferner fiir alle n und » 











J1+<% “a \21 
ist, so folgt in Verbindung mit (132) 
, (+) (+) 
Qin—s (49) | ; 
(133 et | >u, 1 (1+ 4) 24, (1+ 97D —)- 
(iy)? | T( ) ( Pi ) 
"= 0 ¥ o 


Wenn die Reihe M4 e* divergent ware, so kénnte man aus (133) 
schlieBen, daB die Polynome Q:,-;(iy) mit zunehmendem n fiir y>17 
dem absoluten Betrage nach iiber alle Grenzen wachsen wiirden; man hat 

(+) 
nur 6 groB genug zu wahlen, damit 1 + 7°, yA >M wird, und dann 
9% 
N = N(b; 4) so zu bestimmen, daB die Beziehung (181) fiir alle n>N 
und alle |w,|<b— 246, mithin auch (133) fiir alle n>WN erfiillt ist. 
Diese aus unserer Annahme gezogene Folgerung widerspricht aber unserer 
oben in Abschnitt 2 Formel (129) formulierten Bemerkung. 
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+2 


Damit ist die Konvergenz der Reihe > +. bewiesen. Aus ihr folgt aber 


nach dem Weierstrafschen Satze iiber die Produktzerlegung ganzer tran- 
szendenter Funktionen, daB das unendliche Produkt 


+o 2 
u-2 JT (1+2) ¢* 


v= -@ 


in jedem ganz im Endlichen gelegenen Bereich gleichmaBig gegen eine 
ganze transzendente Funktion s*(z) konvergiert. 


5. Man setze 
- am 
‘, = —T~ » 
n 2 a) 


wo die Summe rechter Hand iiber alle von 0 verschiedenen Wurzeln w<” 
der Gleichung Q2,-;(— z) = 0 zu erstrecken ist. 
Nunmehr 1a8t sich auf die Folge der Funktionen 


e*»* Qo,_-1(z) 


der Hilfssatz 3 des § 12 anwenden, da die w,” und w, den beiden 
Voraussetzungen (118) und (119) geniigen, wie sich aus den Beziehungen 
(131) und (132) unmittelbar ergibt. Damit ist bewiesen, daB gleichmaBig 
in jedem endlichen Bereich der z-Ebene die Beziehung besteht: 
(134) lim e~*** Qon_1 (2) = 8* (2). 
6. Es soll ferner gezeigt werden, daB die GréBen ¢, unter einer ge- 
meinsamen festen Schranke Z liegen. Dies geschieht in folgender Weise. 
Nach der in Abschnitt 2, Formel (129) formulierten Bemerkung miissen 
in zwei festen Punkten 
2’=2'+ ty’, 2” = — a2" +ity” (2’>0, 2” >0; y’>0, y” > 0) 
simtliche Polynome Q2,-1(z) dem absoluten Betrage nach kleiner als eine 
passend gewahlte Zahl M bleiben. 


Andererseits ist s*(z’) und s*(z”) von Null verschieden, da s*(z) 
keine komplexen Nullstellen besitzt. Ist jetzt 5 eine feste positive Zahl 
kleiner als |s*(z’)| und |s*(z”)|, so laBt sich wegen (134) eine Zahl 
N = N(6) finden, derart, da8 fir n > N 

je Qan—s(2”)| Sl e*(2’)|— 4, — fe*** Qrn-1(2”)| S| 8*(2”)|— 4 
wird. Daraus folgt aber fir n > N 


Qen—1 (2") M 
ote? Qen—1(2’) = |s*(2’)|-—3’ 
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mithin 
| e a 





=e < 4 

Oh STI" 
und entsprechend fiir z = 2” 

M 


8” = 6,3" 
Je me Soe 

Aus diesen beiden Abschatzungen folgt aber, daB die GréBen ¢, zwischen 
zwei festen Schranken gelegen sind, da8 also bei passender Wahl von Z 
die Beziehung —Z<¢, <Z oder einfach |¢,| << Z gilt. 

7. Als letzte Behauptung des Satzes XIX ist noch zu beweisen, daB 
auch die Funktionen : 

e *** P,,_1(z) 

gleichmaBig in jedem ganz im endlichen gelegenen Bereiche der z- Ebene 
gegen eine ganze transzendente Funktion r*(z) konvergieren. Man setze 


+@ 
M ’ My 
r*(2) = ot(s)| “4 > |. 


Dann ist offenbar r*(z) eine ganze Funktion, denn der Ausdruck in der 
Klammer rechter Hand hat nur die Stellen z = 0 und z = — w, zu Polen, 
die Nullstellen des andern Faktors s*(z) sind. Man kann auch leicht 
erkennen, daB r*(z) nur reelle Nullstellen hat, da die beiden Faktoren 
rechter Hand keine komplexen Nullstellen haben, doch gehen wir auf diesen 
Umstand nicht naher ein, da er fiir uns von untergeordnetem Interesse ist. 
Wir gehen nunmehr von der einfachen Identitat 
‘ -—~ 8 -—(z P n— 
(135 ) e ‘ Pan-1 (z)=e ” Qen-1 (2) eae 
aus. Da nach dem ersten Teile unseres Beweises in jedem Gebiete der 
z-Ebene vom Typus 2 
+o 
- Pan-1(z) M ' M, 
fim Geanite)— 1S 
ist, so folgt in Verbindung mit (134) gleichmaBig in jedem Gebiet vom 
Typus 2 die Beziehung 


(136) lim e~*»* Py,_;(z) = r*(z). 











Um nun zu zeigen, daB der Ausdruck linker Hand von (136) in 
jedem beliebigen, ganz im endlichen gelegenen Bereich der z-Ebene, z. B. 
fiir |z|< Z gleichmaBig konvergiert, benutzen wir einen bekannten, all- 
gemeinen funktiontheoretischen Satz von Stieltjes °°). 


%) Stieltjes 8, S.50—61. Vgl. auch ,Correspondance d’Hermite et de Stieltjes“ 2 
(Paris 1905); Brief vom 14. 2. 94, S. 369. 
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Es sei eine unendliche Folge analytischer Funktionen f(z) vorgelegt, 
die im Innern eines Bereiches 8 dem absoluten Betrage nach unterhalb 
einer festen gemeinsamen Schranke bleiben. Aupferdem konvergiere in 
einem Teilbereiche B* von B die Folge der Funktioen f,(z) gleich- 
mapig gegen eine analytische Funktion f(z). Dann ist f(z) in jedem 
ganz im Innern von ® gelegenen Bereich B’ regular, und die Funk- 
tionen f,(z) konvergieren in B’ gleichmafig gegen f(z). 

Es bezeichne 2(Z, 6) ein Gebiet, das durch die Ungleichheitsbeziehungen 

26<|2|5Z, |2+o,|/ 226 fiir alle » 
definiert ist; d.h. 2(Z, 6) ist der Kreisbereich |z| << Z, der durch Ent- 
fernung der kleinen Kreise |z|< 26, |z-+,|< 26 durchléchert ist. 
Es sei ferner 2’(Z, 45) ein ganz im Innern von Q(Z, 65) gelegener Be- 
reich, der aber die Kreise |z-+-@,|< 36, wenn |w,|< Z ist, bereits 
simtlich in seinem Innern enthalten mége. Endlich sei bei passender 


Wahl von N = N(Z, 4) der Abstand | a," — w,| <4, wofern nur n>N 


und |w,|< Z ist; eine solche Zahl NW 1aBt sich naimlich nach Hilfssatz 2 
immer bestimmen. Dann ist in dem Bereiche 2(Z, 46) fir n>N 
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d. h. die rationalen Funktionen gos bleiben im Bereiche 2(Z, 5) 


aa—1 ) 





unter einer gemeinsamen festen Schranke *. Da dasselbe im Bereich 


Q(Z,6) fiir die Funktionen e~*="Q,,-,(z) mithin wegen (135) auch 
fiir die Funktionen e~*="P,,_,(z) gilt, so folgt auf Grund des Stieltjes- 
schen Satzes, daB die Funktionen e~**P,,_,(z) in dem Bereiche 
2’(Z,4), der nach Definition ganz im Innern von 2(Z, 6) enthalten 
ist, gleichmaBig gegen die Funktion r*(z) konvergieren. 

Da demnach auf dem Kreisrand |z+,!= 36 (fiir |w,| << Z), der 
ganz in 22’(Z,d) enthalten ist, die Funktionen e~*** P,,_,(z) gleich- 
maBig konvergieren, so mu8 nach einem bekannten Fundamentalsatz von 
WeierstraB auch im Innern der Kreise |z+,| << 36 gleichmaBige Kon- 
vergenz vorhanden sein; mithin konvergieren die Funktionen e~*** P,_3 (2) 
gleichmaBig im ganzen Bereich |z| < Z. 

Damit ist der Beweis aller Behauptungen des Satzes XIX vollstindig 
erbracht. 


(Angenommen 28. 1. 1920.) 





' Preisaufgabe der Fiirstlich Jablonowskischen Gesellschaft 
fiir das Jahr 1921. 


Die Additionstheoreme fiir die drei elliptischen Funktionen sin am u, 
cosamu, Jamu weisen auf eine Verallgemeinerung fiir ein System von 


vier oder mehr Funktionen hin. Man kénnte fiir y= 1, 2,3,...,” 
(1) gy (u + v) = R,(p,(u), Py(), Pe (U4), Pal(V). -- +, P,(U), P,P) 
setzen und dabei R,, R,,..., R, als rationale Funktionen annehmen. 


Diese rationalen Funktionen hitten dann vermutlich nur den Bedingungen 
zu geniigen, daB die beiden fiir y,(u + v) und fiir g,(v-+ uw) unmittelbar 
und ebenso die beiden fiir o,((u-+v)+w) und fiir y,(u+(v+w)) 
mittelbar aus (1) sich ergebenden Ausdriicke iibereinstimmend ausfallen. 

Die Gleichungen (1) lassen sich unter analogen Bedingungen noch 
weiter so verallgemeinern, daB man die 9,,9,,.--, 9, 918 Funktionen 
von mehreren Argumenten voraussetzt; auch kann man nach Art der 
WeierstraBschen Behandlung der Additionstheoreme in die rechten Seiten 
der Gleichungen die Ableitungen der Funktionen 9,, 7,,..., , mit ein- 
gehen lassen. 

Alle die angedeuteten Ansiitze sind von dem Standpunkt aus zu ver- 
folgen, da8 die rationalen Funktionen R,, R,,...,R, zuerst den Bedin- 
gungen gema8 gewahlt und nachher die Funktionen ¢,, 7,,..., y,, mit 
Hilfe der Additionstheoreme definiert werden. Es soll versucht werden, 
durch tatsichliche spezielle Wahl von mn und von R,, R,,..., R, einen 
elementaren Zugang zu einem speziellen Kapitel der Theorie der Abelschen 
Funktionen zu gewinnen. 

Einlieferung bis zum 31. Oktober 1921; Preis 1500 Mark. 

Die Einsendungen sind an den Archivar der Fiirstlich Jablonowski- 
schen Gesellschaft, Universitatsbibliothek in Leipzig, zu richten. 


(Angenommen 15. 4. 1920.) 














